Algel 1. gyakorlat

Baratkozas a targgyal és egymassal

2012. februar 6.
2. Bizonyitsuk be, hogy

(a) log, f(n) = ©(logye f(n)) (f(n)>0)

log, f(n) = % = ¢-logygo f(n). Innen kiadodik mindkettd.

d) f(z) =apa® + ap12* 1+ +ay (ar #0) = f(n)=0(n")
O: > an' < ¢ n* kell. n*(> 0) osztéssal aj, + Y a;—= < ¢, amibdl mar konnyd latni
(analizis).
Q: teljesen hasonloan.

(c) 271 = O(2"), de 22" #£ O(2")
27+l — 2. 92" ahonnan az elsé trivialis.
Tfh 22" = O(2"). Ekkor n > ng esetén 2?" < ¢ - 2", ahonnan egy osztéssal 2" < c. Ez
nyilvanval6éan nem lehetséges.

(d) max(f(n),g(n)) =0O(f(n)+g(n)) (f(n),g9(n)>0)
max(f(n),g(n)) < f(n) + g(n), ezért O trividlisan adodik. max(f(n), g(n)) > %g(") =
c-(f(n)+ g(n)), ahonnan Q adodik.

3. [Vizsga: 2007. janius 12.] Egy A algoritmusrol azt tudjuk, hogy n hosszi bemene-
teken a lépésszama O(nlogn). Lehetséges-e, hogy

(a) van olyan r bemenet, amin a lépésszama 237
Természetesen lehet ilyen, pl. ha |z| < ny.

(b) minden x bemeneten legfeljebb 2007|x| 1épést hasznal?
Lehet, hiszen 2007|z| = O(|z|) = O(|z|log|z|). (Szokas szerint |z| az = szé hosszat
jeldli.)

4. Jeloljiik T'(n)-nel egy algoritmus legnagyobb lehetséges 1épésszamat az n méreti
inputokon. Tudjuk, hogy T'(n) < 10, ha n <5 és T(n) < T(n — 1)+ n/3, ha n > 5.
Ekkor mit tudunk mondani T'(n) = O(n), T(n) = O(n?) és T(n) = O(n®) egyenl&ségek
helyességérdl?

A favagd” megoldas:

T(n) < T(n—l)—l—%ST(n—Z)—l—%—i—n;l
< ---ST(5)+§(n+(n—1)+---+(n—(n—6>))
= T(5)+%(Zn:z‘—(1+2+3+4+5)):T(5)+@—5

Innen egyszert bizonyitani O(n?)-et, ahonnan O(n?) is rogtén adodik. O(n)-rél nem tudunk
semmit, nincs kizarva, de nem is bizonyithat6 (Vigyazat! Ha < helyett = lenne, akkor mér nem
ez lenne a helyzet!).

Az elegans” megoldas (Vigyazat! Sok veszély!):
O(n?)-et bizonyitjuk. ny = 5-re és ¢ = 1-re igaz, mert T'(5) < 10 < 1-5? = 25. Indukcioval tfh
valamilyen n >= 5-re igaz (azaz T'(n) < ¢-n? = 1-n?), belatando6, hogy n + 1-re is.

n—+1 n—+1

1
T(n+1) < T(n)+T < en?y il

= 1-n*+ < n4nt1 < n?+2n+1 = (n+1)? = c-(n+1)?




pont amit bizonyitani akartunk. Figyelem! Itt a konstanst rogziteni kell el6re, nem banhatunk
vele olyan lazan, mint a normal bizonyitasoknal! Végig ugyanaz a ¢ szerepel (jelen esetben
1-re rogzitve, mas feladatnal lehet méas). Az egyszertiséget az adta, hogy fels becsléseket siméan
adhatunk (n helyett 2n-t frunk, stb.). Ezzel viszont pl. O(n)-t akkor sem lehetne ilyen siman
kizarni, ha T'(n) definicioban < helyett = lenne.

. [ZH: 2011. marcius 28.] Egy problémara két algoritmusunk van.

Az A algoritmus az n > 2 méretli probléméabodl 10 1épéssel 2 db n — 1 méretiit készit
és ezeket oldja meg rekurzivan.

A B az n > 2 problémabdl 3 1épéssel 4 db n — 1 mérettit készit és ezeket oldja meg
rekurzivan. Az n = 1 esetben mindkét eljaras 1 1épést hasznal.

Melyik algoritmus lesz nagy n értékekre gyorsabb?

A(n)-et és B(n)-et felirjuk el@szor rekurzivan, majd atirjuk zart alakra, ahonnan ki fog jonni
ck‘H—l)
c—1

A(n) = 10+24n—1)=10+2(10+2A(n —2)) =10+ 102 + 22 A(n — 2) =
= 10+10-2+2*10+2A4A(n—3)) =10+ 10-2+10- 2>+ 2°A(n — 3) =

(felhasznalva, hogy 1 = n — (n — 1), valamint Zf:o ¢ =

n—2
= = 102042 427 2 2TA() = 10) 2427 =
=0

= 102" ' -1 +2"t=11-2""1-10=0(2")
B(n) = 3+4B(n—1)=3+4(3+4B(n—2))=3+3-4+4*B(n—2)
343-4+4°(B3+4B(n—3))=3+3-4+3-4>+4°B(n-3) =

n—2
= =300 4 L AT HATIB() =3 4 A =
=0

o 1) +4 =247 -1 =0(4")
3 3 B B
Fentiekbdl latszik, hogy A a gyorsabb (fontos, hogy az egyikre O-t szamoltunk, a masikra Q-t;

persze itt minkett§ O, ezért nem kellett kiilonbozsképpen szamolnunk).

= 3

. Igaz-e, hogy

(a) ha f=0(g) és g = O(h), akkor f = O(h)
f<cr-g<cs-(cg-h)=¢c-h(n>max(ns,n,) esetén), tehat igaz.

(b) ha f=Q(g) és g = Q(h), akkor f = Q(h)
f>cr-g>cy-(cg-h)=c-h(n>max(ngn,) esetén), tehat igaz.

. Az alabbi fiiggvényeket rendezziik olyan sorozatba, hogy ha f; utan kozvetleniil f;
kovetkezik a sorban, akkor f;(n) = O(f;(n)) teljesiiljon!

fi(n) =8n°, fo(n) =5v/n +1000n, fs(n) =257 fi(n) = 2008n?logn

fo=0(f1) = O(f1) = O(f3). Ez harom szamolas, nem irom le. Amit bizonyitéas nélkiil fel lehet
hozz& hasznalni: logn < ¢ - /n.

. Az A algoritmusrél azt tudjuk, hogy n hosszti bemeneteken a lépésszama O(n?).
Lehetséges-e, hogy

(a) Vn hosszt bemeneten O(n) lépést hasznal?
Természetesen, hiszen a definiciénak nem mond ellent.

(b) 3z, hogy az = bemeneten az algoritmus lépésszama 10|z|*log|z| — 800 (ahol |z
az r bemenet hosszat jel6li)?
Természetesen, hiszen ha || < ng, akkor barmi lehet.
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10.

11.

12.
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[Vizsga: 2007. janius 19.] Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy
ha f; utan kézvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) = O(f;(n)) teljesiiljon!

Filn) = 2100 _950n g0y = 2007°,  f3(n) = 37"

Megsejtjiik, hogy fo(n) = O(f3(n)) = O(f1(n)). Most bebizonyitjuk, definici6 szerint.

fa(n) = O(f3(n)): 3¢ > 0,n9 > 0, hogy Vn > ng 2007n3 < ¢(3%"). Ezt atalakitva, kons-
tanst hozzavéve c-hez n3 < ¢ - 27", aminek az igazsagat mar nem kell bizonyitani, trividlisnak
tekinthetd.

f3(n) = O(fi(n)): 3¢ > 0,ny > 0, hogy ¥n > ng 33" < (219" — 2507) Trhatjuk, hogy 3°" <
¢250m(250m — 1), és mondjuk logaritmust vonva nlog27 < ¢ + nlog2%° + log(2°°" — 1) = ¢ +
50n +log(2°°" — 1). A kifejtetlen tag biztos pozitiv, igy ez biztosan igaz barmely n > 0 és ¢ > 0
esetén.

Szdmolds nélkil, nem definicio szerint nem lehet max. pontot kapni!

[Vizsga: 2007. janius 5.] Jel6lje egy algoritmus maximalis 1épésszamat az n hossza
bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4 paros szamra L(2k) <
L(2k — 2) + 1 teljesiil, és hogy L(4) = 10. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az algoritmus
lépésszama O(n)?

Nem kovetkezik, hiszen a paratlan n-ekrél semmit sem tudunk, ott lehet akar 2™ is.

Jeloljiik T'(n)-nel egy algoritmus legnagyobb lehetséges lépésszamat az n meéreti
inputokon. Tudjuk, hogy 7'(n) < 10, han <5 és T'(n) < T(n—1) +n/3, ha n > 5.
Ekkor mit tudunk mondani T'(n) = O(n), T(n) = O(n?) és T(n) = O(n®) egyenl&ségek
helyességérsl? (Most szépen kiszamolva!)

Lasd feljebb (a ,favagd” verzio).

[PZH: 2011. aprilis 22.] Egy problémara két algoritmusunk van.

Az A algoritmus az n > 2 méretii problémabdl 5 1épéssel 2 db legfeljebb n/2 méretiit
készit és ezeket oldja meg rekurzivan.

A B algoritmusroél azt tudjuk, hogy lépésszama az n méreti probléméakon O(n?).

Ha ennyibdl lehetséges, hatarozza meg, melyik algoritmus lesz nagy n értékekre
gyorsabb! Ha ennyi informaciébol még nem kévetkezik, hogy A vagy B lesz a gyor-
sabb, akkor indokolja meg, miért nem!

A-ra fels6 becsléstink van, igy kiszdmolva O(...) lenne. Az O fels§ becslés, igy mindkét algo-
ritmus lépésszamara csak felsé becslésiink van, vagyis nem tudjuk eldonteni, melyik a gyorsabb
(lehet mindketts akar pl. konstans lépésszamu is).

Megjegyzés: itt nem volt ra sziikség, de ha a rekurziv képletet fel akarnank irni és ki akar-
nank szamolni, akkor (feltéve, hogy A(1) = ¢, valamint néhany egészrész jelet nagyvonalian
elhanyagolva) azt igy lehet (felhasznélva, hogy 1 = 5%+ ):

2logn
n n PAL
An) < 5+2A(§)§5+2(5+2A(Z)):5+5-2+2A(Z)g

< 5+5-2+22(5+2A(g)):5+5-2+5-22+23A(%)S
logn—1

(202 20 42 2B A(L) =5 Y 24 en =
=0

IN

526" — 1) +c-n=(5+c)n—5=0(n)

Tudjuk, hogy f(z) = O(h(z)) és g(x) = O(h(x)). Igaz-e, hogy



(a) ha h(z) = 3z, akkor f(g(z)) = O(h(z))
x > max(nys,ng) esetén f(g(x)) < cy-3g(x) <cp-3-¢5-3x < 3z = h(z).

(b) flg(x)) = O(h(x)) Vh fiiggvényre
Ellenpélda: f(z) = 22, g(z) = 23, h(z) = z*, ebbél f(g(x)) = (2%)? = 5. Latszik, hogy a
feltétel teljesiil, viszont 8 # O(x?).



