Algel XIV. gyakorlat

P?NP, part 2

2012. majus 7.

1. Gondolkozzunk el az N P-nehézség és N P-teljesség fogalmakon!
Minél jobban!

2. Adjunk Karp-redukciét a 3-SZIN nyelvrél a 4-SZIN nyelvre!

Adott G graf, amirdl el kell donteni, hogy szinezhetd-e 3 szinnel. Ezt kell visszavezetni 4 szinnel
szinezésre. Vegylink fel egy 0j pontot (v), ezt kossiik hozza az 6sszes G-beli ponthoz. Legyen
ez a graf G'. Allitas: G € 3SZIN & G’ € 4SZIN. G € 3SZIN = G’ € 4SZIN: vegyiik
G egy 3 szinnel szinezését, és adjuk v-nek a negyedik szint G’-ben. Ez a szinezés jo lesz.
G €4SZIN = G € 3SZIN: vegyiikk G’ egy 4 szinnel szinezését. Ekkor v szine kiilonbozik az
Osszes cstucs szinétdl, igy a tobbi cstics pont G egy jo 3 szinnel szinezése szerint van szinezve.
Az atalakitas polinomialis.

3. [Vizsga: 2007. majus 29.] A G iranyitatlan graf minden z pontjahoz tartozik egy
s(z) saly. Célunk, hogy olyan feszit6fat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez
tartozo sulyok Osszege minimaélis. Fogalmazza meg a feladathoz tartozé nyelvet és
vagy lassa be réla, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes.

A nyelv:

L ={(G,k) | G iranyitatlan cstcsstlyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélsulyu feszitofa}

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy jo tanu egy ilyen feszitéfa (ellendrzés polinom idében megy,
a mérete is polinom). Adunk egy H-ut< L Karp-redukciot. Ha egy G grafban Hamilton-utat
keresiink, akkor minden cstucshoz rendeljiink 1 stlyt, és az igy keletkezett G grafban keressiink
legfeljebb 2 levélsilyu feszitofat! Allitas: G € H-ut < (G',2) € L. G € H-ut = (G',2) € L: G
egy Hamilton-ttja pont egy két leveld, 2 silyn feszitéfa G'-ben. (G',2) € L = G € H-ut: egy
ilyen feszitéfanak pontosan 2 levele kell, hogy legyen (ha t6bb lenne, nagyobb lenne a silya, egy
faban pedig mindig van legalabb 2 levél). Ez pedig pont egy olyan utat jelent, ami tartalmazza a
graf Osszes csucsat, tehat G egy Hamilton-utjat. A cstcsoknak silyt adni lehet polinom idében.

4. Bizonyitsuk be a kovetkezs problémardl, hogy N P-teljes, vagy azt, hogy P-beli!
L = {G | G iranyitatlan teljes graf, amiben van Hamilton-kor}

P-beli, mert polinom idében ellenérizhetjiik, hogy teljes-e a graf. Ha nem, akkor a valasz nem,
ha pedig igen, akkor mindenképp van benne Hamilton-kor, igy a vélasz igen.

5. [Vizsga: 2008. junius 10.] Tegyiik fel, hogy P # NP. Az alabbi feltételek koziil
melyikbél kovetkezik és melyikb6l nem kovetkezik hogy az X eldontési probléma
nem P-beli?

(a) Egy NP-teljes Y problémara X Karp-redukalhato.
Ez nem mond semmit X-r6l, hiszen P C NP, és minden N P-beli visszavezethets tetszo-
leges N P-teljesre.

(b) Egy N P-teljes Y probléma Karp-redukalhato X-re.
Ekkor X N P-nehéz, ami X € P esetén P = N P-t jelente, amit feltettiink hogy nem igy
van. Igy X nem P-beli.

(c) az X probléma N P-beli.
Ett6]l még lehet P-ben is, hiszen P C NP.



6. Mi az alabbi probléméak bonyolultsaga, ha az input egy G(V, E) graf (|V| =n,|E| =
e)? Természetesen bizonyitsuk is be!

(a) Van-e G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf?
P-beli, az osszes lehetséges 15 ponti részgraf szama (1”5) = O(n'%), igy mindegyiket meg
tudjuk vizsgalni.

(b) Van-e G-ben legalabb n/100 hosszasaga kor?
N P-teljes. N P-beli: tant egy ilyen kor (poli ell, poli méret). N P-nehéz: H-korrsl Karp-
redukcio: G’ legyen G kiegészitve 99n izolalt ponttal, tehat n’ = 100n. Ha G-ben van H-
kor, akkor G’-ben ez G-ben pont egy n = n'/100 hosszi kor. Ha G’-ben van egy n'/100 =
n hosszu kor, ez (a 99n izolalt pont miatt) csak tgy lehet, hogy a kor kizarolag a G-
ben is meglévé pontokat tartalmazza. Ez viszont pont egy H-kor G-ben. Az atalakitas
polinomialis.

(c) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 27
Ez a H-ut probléma szinoniméja, amirdl tudjuk, hogy N P-teljes.

(d) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 37

N P-teljes. N P-beli: tant egy ilyen feszfa, ez jo, mert .... N P-nehéz: az el6z6 problémat
vezetjiik vissza ra. G’ legyen olyan, hogy G minden pontjahoz hozzakotiink egy elséfoku
pontot. Ha G-ben van olyan feszfa, amiben a maxfok legfeljebb 2, akkor G’-ben ehhez
hozzéavéve az 1j elséfoku pontokat pont egy jo feszfat kapunk. Ha G’-ben van olyan feszfa,
amiben a maxfok legfeljebb 3, akkor az 4j els6fokii pontokhoz vezets élek ebben biztos
benne vannak. Ha ezeket elhagyjuk, akkor a feszfa minden egyes pontjanak a fokat pon-
tosan eggyel csokkentjiik, de az eredeti grafban ez még mindig feszfa marad, vagyis pont
G egy megfelel§ feszfajat kapjuk. Az atalakitas polinomialis, hiszen n 4j cstcsot és n 1]
élet vettiink fel.

7. Bizonyitsuk be, hogy a leghosszabb Gt meghatarozasa egy iranyitott, élstilyozott G
grafban N P-teljes! (Pontosabban az ehhez tartozoé eldontési probléma.) Masképpen:
bizonyitsuk be, hogy

L ={(G,k) | G iranyitott, élsalyozott graf, van benne legalabb k salya at}

N P-teljes!

N P-beliség: tanu egy ilyen at, méret O(n), ellenérzés O(n), tehat polinomialis. N P-nehézség:
a H-ut probléméat fogjuk ra visszavezetni (H-ut < L). A G grafbol, amiben H-utat kell keresni,
csinalunk egy stlyozott grafot, minden élsulyt 1-re allitunk, és legalabb n — 1 silya ut létezését
kérdezziik (ez a graf legyen G’). Egyik irany: ha van G-ben H-ut, akkor G’-ben van legaldbb
n — 1 salya ut, mert a G-beli H-ut pont ilyen G’-ben. Mésik irany: ha van G’-ben legalabb
n — 1 silya at, akkor ez az 1 sulyok miatt legalabb n — 1 élbél all, tehat minden cstcson
keresztiilmegy, vagyis ez pont egy H-ut G-ben. Az atalakitas trividlisan polinomiélis.

8. [Vizsga: 2007. junius 12.] Tudjuk, hogy a sikgrafokbdl all6 nyelv P-ben van. Legyen
a SIK-MAXKLIKK nyelv a kévetkezs:

{(G,k) | G egy sikgraf, amiben van k pontu klikk}

Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a nyelv P-ben
van.

P-beli. Elgszor ellendrizziik a sikgrafsagot (errsl tudjuk, hogy P-beli). Ha nem, akkor nincs
a nyelvben. Ha igen, és k > 4, akkor szintén nem, hiszen K5 biztos nincs benne. Egyébként
legfeljebb O((7})) = O(n*) lehetdséget kell végignézni.

9. [Vizsga: 2009. majus 28.] P-beli vagy N P-teljes az alabbi probléma? Adott egy
G = (V,E) iranyitatlan graf és az a kérdés, hogy van-e olyan C kor a grafban,



10.

11.

12.

13.

melyhez minden v ¢ C' csticsb6l vezet él.

N P-teljes. N P-beliség: tanu egy ilyen kor, mérete O(n), ellendrzés szintén polinomialis. N P-
nehézség: H < L visszavezetést csindlunk. G grafrol kérdés, hogy van-e benne H-kor. Csindlunk
egy G’ grafot ugy, hogy G minden csicsahoz felvesziink egy 1j csticsot, ami kizardlag a sajat
parjaval van Osszekotve, és G’-r6l kérdezziik meg, hogy van-e benne ilyen C' kor. Helyesség:
egyik irany: ha G-ben van H-kor, akkor ez egy jo C kor G’-ben, hiszen az extra pontok koziil
mindegyik kapcsolodik hozza, az 6sszes tobbi pedig a korben van. Méasik irany: ha van ilyen
C kor G'-ben, akkor az Osszes extra elséfoku pontnak kapcsolddnia kell hozza, tovabba ezek a
pontok nyilvan nem lehetnek benne. Vagyis a kor pont az 6sszes G-beli ponton megy at, azaz
ez G-nek egy H-kore. Az atalakitas n él és csics felvétele, ami nyilvan polinomialis.

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az arviz tobb helyen fenyegeti a gatakat, tudjuk, hogy
n kritikus hely van. Ezek koziil az i-ediknél a gat megfelel6 megerdsitéséhez h;
darab homokzsik kell. Ha az erdsités nem torténik meg (vagy csak kevesebb ho-
mokzsakkal), akkor az i-edik helyen k; kart okoz a foly6. Adottak a h; és k; pozitiv
szamok, tovabba a gatak megerdsitéséhez 6sszesen rendelkezésre 4ll6 homokzsakok
Z szama (Z > 0 egész). Azt szeretnénk meghatarozni, hogy ennyi homokzsakkal ho-
gyan tudjuk a kart minimalizalni, ha feltessziik, hogy a meg nem erésitett pontokon
keletkez6 karok osszeaddédnak.

Fogalmazza meg a feladatot eldontési problémaként és vagy adjon ra polinomialis
algoritmust vagy igazolja, hogy a probléma NP-teljes!

7=Ah1,.. . b k1, ...k, Z, K|Vhi, ki > 0; Z € Z"; Fzsakkiosztas, hogy a megel6zott kar > K}

Erdemes észrevenni, hogy nem a kar minimalizalasa fels] kozelitjiik meg a probléméat, hanem a
megeldzott kar maximalizalasa fel6l. Ez a probléma N P-teljes. N P-beli, mert j6 tant egy zsak-
kiosztas, mérete, ellenérzése polinomiélis. N P-nehéz, HATIZSAK < 7 visszavezetést tudunk
trivialisan csinalni: ha adott egy hatizsak feladat, akkor s; suly legyen az arvizes problémaban
h;, c; érték legyen k;, az S sulykorlat legyen a Z zsékkorlat, a legalabb elérends C' érték pedig
a legalabb megelézendd K kar. A helyesség és a visszavezetés polinomialissaga trivialis.

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az X probléma bemenete egy binarisan felirt N > 0 egész
szam, és akkor lesz a valasz igen, ha N nem 2-hatvany. Az Y probléma bemenete
egy G egyszeri graf, és akkor lesz a valasz igen, ha G cstcsainak szinezéséhez 3-nal
tobb szin kell. Ha feltessziik, hogy P # NP, akkor van-e X < Y, illetve Y < X
Karp-redukci6?

X € P, hiszen a binaris felirasban a 2-hatvanysagot trivialis ellenérzni (pontosan 1 darab 1-es
érték lehet). Y probléma a 3SZIN komplementere, igy coN P-teljes. X < Y biztosan van, hiszen
egy coN P-teljes problémara barmely coN P-beli, igy barmely P-beli visszavezethets (P =
coP C coNP). Ha létezne Y < X visszavezetés, akkor P = coN P lenne, amibdl kovetkezne
P = NP, ez pedig ellentmond a feltevésnek, tehéat ilyen nem lehet.

[Vizsga: 2010. janius 17.] Az X problémaban adott egy G dag és egy k pozitiv
egész szam, a kérdés, hogy van-e G-ben legalabb k éli tt. Igaz-e, hogy X < 3SZIN,
illetve, hogy 3SZIN < X?

X € P, hiszen mint tudjuk, DAG-ban a leghosszabb 1t keresése polinomiélis. 3SZIN ismerten
N P-teljes. Az N P-teljesség definiciéja miatt X < 3SZIN biztos létezik (barmely N P-beli
visszavezethetd barmely N P-teljesre, valamint P C N P). Ha létezne 3SZIN < X, akkor minden
N P-beli probléma polinom lépésben megoldhaté lenne, igy P = NP lenne. Tehat egy ilyen
visszavezetés létezésérsl nem tudunk mit mondani (persze ha valaki mégis bizonyitja vagy a
létezését, vagy a nemlétezését, akkor sok jo dolgot kap).

[Vizsga: 2007. junius 12.] Igazolja, hogy ha a 3SZIN nyelv benne van coN P-ben,
akkor NP = coNP.



A Karp-redukcié helyessége nem fiigg az igen vagy nem valasztol (acsa feltétel van benne).
El6szor tfth egy probléma N P-beli. Igazolni szeretnénk, hogy amennyiben egy konkrét kérdésére
a valasz nem, akkor létezik erre megfelels tant. Mivel 3SZIN-re vissza tudjuk vezetni, az pedig a
feltétel szerint € coN P, igy a visszavezetés utani feladatra NEM valasz esetén létezik megfelels
tanu, de a visszavezetés tulajdonsagai miatt ez jo tant a kérdéses feladatra is. Ez azt jelenti,
hogy tetsz6leges N P-beli probléma nem vélaszara 1étezik megfelel§ tant, vagyis NP C coN P.

Ugyanezzel a gondolatmenettel a mésik iranyba belathatjuk, hogy coNP C NP. A kett6bdl
pedig kovetkezeik, hogy NP = coN P.



