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1.

Gondolkozzunk el az N P-beliség, coN P-beliség és P-beliség fogalmakon!
De tényleg!

. Lassuk be, hogy az alabbi problémak NP-beliek! Melyekrél tudjuk megmondani,

hogy coNP-ben vannak? Melyekrél, hogy P-ben?

(a) m = {(G, k) | G graf kiszinezhets k szinnel}
Tanti: megfelels szinezés. Méret: kn, ami polinomialis az input méretében. Ellendrzés:
paronként a pontokat, O(n?), ami polinomialis. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem
tudunk mit mondani.

(b) m = {G | G iranyitatlan grafban van Euler-kor}
Tant: egy ilyen kor, ez j6 mert blabla. Amuigy P-beli. coN P-beliségre szemléletes tani
egy ptlan fokszamu pont (+06f ellendrzése) (de természetesen a P-beliség minden tovabbi
nélkiil bizonyitja a colN P-beliséget).

(c¢) m3 = {(G,k) | G irdnyitatlan grafban van k fiiggetlen pont}
Tant: k fiiggetlen pont, ez j6 mert blabla. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem tudunk
mit mondani.

. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd probléma P-beli:

G graf kiszinezhet§ a piros, zold, séarga, kék szinekkel ugy,
T=<G . L o )
hogy pontosan egy cstics legyen piros és pontosan két csiics legyen kék

A piros és kék szineket legfeljebb n("gl) = O(n?) féle moédon oszthatjuk ki, ami polinomialis.
Minden kiosztéashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami P-beli feladat (paros grafsag
eldontése). Igy polinomszor kell egy polinom koltségi algoritmust futtatni, ami polinom idében

megy.

. Tegyiik fel, hogy van egy olyan F eljarasunk, ami egy input G grafra és k szamra 1

lépés alatt megmondja, hogy van-e GG-ben legalabb k méretii fliggetlen ponthalmaz.
Tervezziink olyan algoritmust, ami polinomid&ben

(a) meghatarozza o(G)-t!
Van-e benne 1 ftln pont? Ha igen, van-e benne 27 Ha igen, van-e benne 37 Az els6 NEM
valasznal (mondjuk k)-nal tudjuk, hogy a(G) = k — 1. Lépésszam O(n) a feltételezés
miatt. Lehet binaris kereséssel is, igy a lépésszam O(logn).

(b) talal egy a(G) méretii fiiggetlen ponthalmazt!

Meghatarozzuk «o(G)-t mondjuk O(logn) idében. Valasztunk egy pontot, kitoroljik a
grafbol, és megkérdezziik a maradékrol, hogy van-e benne o(G) fliggetlen pont. Ha igen,
akkor az adott pont nem lehetett egy max. ftln ponthalmaz része, hiszen ekkor létezne a
grafban «(G) + 1 fiiggetlen pont. Ha nem, akkor pedig biztos egy max. ftln halmazbeli
pontot toroltiink. Ugyanezt megcesinaljuk az Osszes tobbi pontra is Ggy, hogy a torolt
pontokat nem éallitjuk vissza. Ha megvan o(G) pont, akkor kész vagyunk, és legfeljebb
O(n) lépésszamunk van (a feltételezés figyelembevételével).

5. Lassuk be, hogy az alabbi problémak NP-beliek! Melyekrdl tudjuk megmondani,

hogy coNP-ben vannak? Melyekrdl, hogy P-ben?



(a) m = {(G, k) | G paros grafban van teljes parositas}
Tant: ilyen parositas. Méret: O(n), ellenérzés O(n), tehat jo. (Egyébként pl magyar modsze
polinom idejd, ezért ez P-ben van, igy értelemszertien coN P-ben is. A Hall-tétel segitsé-
gével szemléletesen lehet colN P-beliséget bizonyitani: tant egy olyan X C A lesz, hogy
[ X] < [N(X))).

(b) ma = {(G, k) | G paros gratban van k élbdl allo parositas}
Tant: ilyen parositas. Méret: O(n), ellenérzés O(n), tehat jo. (Egyébként pl magyar modsze
polinom idejt, ezért ez P-ben van, igy értelemszertien coN P-ben is.)

(c) m3 = {G | G irdnyitatlan graf, van benne pontosan 100 élbsl allo kor}
Tani: egy ilyen kor, ez jo6 mert blabla. Egyébként P-beli, mert a kor legfeljebb O((n+!00)!)
féleképpen allhat el6, ami O(n'00) (ha minden lehetséges pontsorrendet megvizsgalunk).
Ebbél kévetkezéen coN P-beli is.

(d) my = {(G, k) | G iranyitatlan graf, van benne legalabb k élbdl allo kor}
Tanti: egy ilyen kor, ez jo mert blabla. P-beliségrsl vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit
mondani. (n* nem polinomialis, ha k az input része!)

k
(e) 75 = {(81,32,...,Sn,b) | Vi s, b€ ZT; 351, ..., 0k (L <k <n):> s :b}
=1

Ez a részhalmazosszeg probléma, szépen megfogalmazva. Tant: egy jo indexhalmaz, azaz
egy megfelel§ részhalmaz, ez j6 mert blabla. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem tu-
dunk mit mondani.

6. A G iranyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy s(x) saly. Célunk, hogy olyan
feszitofat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez tartozé stlyok 6sszege minimalis.
Fogalmazzuk meg a feladathoz tartozé eldontési problémat, és bizonyitsuk be, hogy
N P-beli!

A probléma:

L ={(G,k) | G iranyitatlan cstcsstlyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélstlyu feszitofa}

N P-beli, mert egy jo tanu egy ilyen feszitéfa (ellenérzés polinom idében megy, a mérete is
polinom).

7. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében megmondja, hogy
adott G graf kiszinezhets-e legfeljebb k£ db szinnel! (Vagyis input: G és k; output:
igen/nem). Hogy tudnank ennek segitségével polinom idében meghatarozni y(G)-
t?

Legegyszertibben tgy, hogy megkérdezziik: kiszinezhet6-e 1 szinnel? 2-vel? 3-mal?... Az els§
igen valasznal megvan x(G) értéke. Legfeljebb n-szer polinom id6, ami Gsszességében polinom.
(Ugyesebbek csinalhatjak binaris kereséssel is.)

8. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom id6ben megmondja, hogy

adott G graf kiszinezhet6-e legfeljebb k& db szinnel! A fentiek értelmében azt is
megtudhatjuk polinom idében, hogy mennyi y(G). Hogyan tudnank kiszinezni po-
linom id6ben a grafot x(G) szinnel?
Vegyiink fel G mellé egy K, (q)-t, azaz x(G) ponti teljes grafot. Az egyes pontjai jelentsék a
szineket, amikkel G-t ki akarjuk szinezni. Ha egy darab pont (k) kivételével K, ) minden pont-
jat osszekotjik G egy v pontjaval, az azt jelenti, hogy v-t k szintire szineztiik (kénnyt belatni,
hogy maés szint nem kaphat). Vegytik sorra G pontjait, és kezdjiik el probalgatni a szineket. Ha
v pontra k szint el6irunk, akkor megkérdezziik, hogy az aktudlis GU K, () grafunk szinezhetd-e
X(G) szinnel. Ha igen, akkor talaltunk v-nek egy jo szint és folytathatjuk v + 1-gyel, ha nem,
akkor toroljiik a v k-ra szinezéséhez sziikséges éleket és probélkozunk a k + 1 szinnel.

A végén minden csucsnak lesz egy jo szine. Legfeljebb n cstuicsra n szint probalunk ki, egy proba
pedig egy 2n cstcsu grafrol kérdez szinezhetGséget, vagyis a feltételezés figyelembevételével
Osszességében polinomialis lesz az algoritmus.



9. Legyen a m dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan akkor
sigen”, ha G sikbarajzolhat6. Mutassuk meg, hogy m € NP NcoNP.
Ha tudjuk, hogy a sikbarajzolhatosag eldontése P-beli, akkor ez minden tovabbi nélkiil bizo-
nyitja az allitast. Ha esetleg ezt nem tudnank:
7w € NP: tant: egy konkrét lerajzolas (pl a pontok koordinataival). Méret: 2n, azaz polinomia-
lis. Ellendrzés: élparonként metszéspont-szamités, egyenként polinomialis, dsszességében O(e?)
darabot kell, ami még mindig polinomialis.
m € coN P: tant: egy Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgraf. Méret: mivel részgraf,
nem lehet nagyobb G méreténél, azaz biztos polinomialis. Ellenérzés: részgrafsag ellenérzése
(polinomiélis), valamint a masodfokt pontok kezelése utan (polinomialis) Kuratowski-grafsag
ellenérzése (konstans).



