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3. [Vizsga: 2005. junius 23.| Iranyitatlan graf tarolasara adjon meg egy adatszerkezetet
az alabbi miiveletekkel:
UJCSUCS(v): a grafthoz hozzaad egy 1j csticsot;
UJEL(u,v): a mar létezs u és v csticsok kozé felvesz egy élet;
VANUT(u,v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v csticsok kozott tt, egyébként
pedig nem értéket.
Ha a tarolt grafnak n csticsa van, akkor mindharom miivelet 1épésszama legyen
O(logn).
Gyakorlatilag UNIO-HOLVAN. Azért indokolni és lépésszamokat szamolni nem art.

4. [Vizsga: 2010. majus 27.] Adott egy G = (V, E) iranyitatlan, Gsszefiiggd, sulyozott

graf az éllistajaval valamint egy f € F él. Tegyiik fel, hogy a grafban minden él
sulya kiilonb6z6. Adjon O(|V|+|E|) 1épésszamir algoritmust annak eldontésére, hogy
van-e olyan minimalis feszit6fa G-ben, amely tartalmazza az f élet!
El6szor belatjuk, hogy amennyiben minden él silya kiilonbo6z6, akkor pontosan 1 minimalis
salyu feszit6fa van. Tth ez nem igy van, azaz 3F}, Fy feszitéfa, mindketts sulya minimalis, és
Je él ugy, hogy e € Fi,e ¢ F». Ekkor e behtuizasaval egy kor keletkezik Fy-ben, ez a kor legyen
C. Ha e silya kisebb, mint C' valamely élének sulya, akkor C-nek ezt az élét e-re cserélve
Fy silyat csokkenthetnénk, vagyis F5 nem lehetett minimalis. Ha e silya nagyobb C' barmely
élének salyanal, akkor viszont a piros szabaly alkalmazhaté ra, vagyis nem lehetett volna F}
része.

Tehat a minimalis silyt feszfa egyértelmiisége miatt elég azt ellendrizni, hogy f része-e ennek a
feszfanak. Sajnos magat a feszfat til driaga lenne megkeresni, de nem is kell: nézziik meg, hogy
alkalmazhato-e f-re a piros szabaly. Azaz keressiink kort G-ben (pl bejarassal) ugy, hogy f-en
kiviil csak a néla kisebb silyt éleket hasznélhatjuk. Ha van ilyen kor, akkor f-re alkalmazhato
a piros szabaly, vagyis nem része a minfeszfanak, ha pedig nincs, akkor f-re nem alkalmazhato
a piros szabaly, tehat része a minfeszfanak. Mivel csak egy bejarast csinaltunk (pl mélységi), a
lépésszam O(|V] + |E|).

5. [Vizsga: 2008. junius 3.] Ellistaval adott a G = (V, E) egyszerii, osszefiiggs graf. A

graf élei salyozottak, a salyfiiggvény ¢ : £ — {—1,1}. Adjon algoritmust, ami G-
ben O(|V|+ |E]|) lépésben meghatarozza, hogy mennyi a minimalis silya egy olyan
részgrafnak, ami G minden pontjat tartalmazza és 6sszefiiggd.
A keresett részgrafba minden —1 silyu élet be kell valogatni (ha nem tennénk, akkor egy ilyen
él bevételével jobbat kapnank). Mostméar csak az Osszefligg@séget kell biztositani. Bejarassal
hatarozzuk meg a —1 sulyu élek altal feszitett részgraf komponenseinek szamat, ez legyen k.
Ekkor a suly Zs(e):—l —1+ k — 1, hiszen a komponenseket £k — 1 darab 1 silyu éllel kell és
elég Osszekotni (ennyi elég és lehetséges G of miatt; ha kevesebb, akkor meg marad kiilon
komponens). A lépészam a bejarasé: O(|V| + |E|).

6. [Vizsga: 2007. janius 5.] Utépitéskor a kérnyéken sok helyen felszedték a jardat. Az
épitSk 1-t8l n-ig megszamoztik a fontos pontokat (kapualj, atkeresztezdés, stb.).
A kornyék allapotat két n x n tablazat irja le. A J tablazatban J[i,j| = 1, ha az i és
7 pontok az utcan szomszédosak és megmaradt az ezeket 6sszekotd részen a jarda,
egyébként az érték 0. A P tablazat az ideiglenesen elhelyezhet pallokat irja le: ha az
i és j pontok GsszekothetSek egy palloval, akkor PJi, j| ennek a pallonak a koltsége.
Amennyiben a két pont nem kotheté G6ssze egy palloval, akkor a tablazatban x
szerepel. (Minden pall6 pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy
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mindenhonnan mindenhova el tudjunk jutni (hol jardan hol pallén haladva). Az
épitsk célja, hogy ugy valasszdk meg a pallék helyét, hogy minél kevesebb pallét
kelljen hasznalniuk, és ezen beliil a pallok értékeinek 6sszege minimalis legyen. Irjon
le egy algoritmust, ami O(n?) lépésben javasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra
tetszdlegesen sok pall6 illeszkedhet, és a gyalogosok az egy pontra illeszkedd pallok
barmelyikérgl barmelyikére at tudnak lépni.)

El6szor megmaradt jardakat hasznélva 6f kompnensek keresés, majd a komponensek kozott
min ktg feszfa. Helyesség és 1épésszam bizonyitando!

. Matrixaval adott egy G iranyitatlan silyozott graf. Adott még a G-nek egy F' mini-

malis sulyu feszit6faja, és az F-nek egy f éle. Adjon O(n?) lépésszamu algoritmust,
ami meghatarozza, hogy az f él silyat meddig lehet tgy felemelni, hogy az F' a
graf minimalis feszit6faja maradjon.

f elhagyéasaval F' két komponensre esik, ezeket egy bejarassal meg tudjuk keresni (és minden
cstucsnal megjegyezziik, hogy melyik komponensbe tartozik). f-et pontosan a két komponens
kozott futo élek tudjak helyettesiteni, igy koziiliik a minimélis sily stlyéig tudjuk f-et névelni.
Tehat G (F-en kiviili) dsszes élén végigmegyiink, és a két komponens kozott futok salyanak
minimumét megkeressiik. Lépésszam: bejaras és éleken végigmenés: O(n? + n?) = O(n?).

[Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy egyszerii, Osszefiiggs, sulyozott ira-
nyitatlan G = (V, F) graf amiben nincs két egyforma salyta él. Adjon O(|V| - |E])
lépésszamn algoritmust, ami megadja a grafban a masodik legkisebb sulyt feszit6-
fat.

Vézlatosan: a legkisebb stlyu feszit6fatol a kiillonbozé élsilyok miatt pontosan egy élben fog
eltérni (biz. vazlat: tfh legalabb kettSben, igy az egyiket a minfeszfa megfelel§ élére cserélve
kapnank egy kisebb stlytt ami még nem min, tehat a jeldltiink nem lehetett a mésodik legki-
sebb). Igy keresiink egy feszitofat, és abbol egyenként az dsszes (n — 1) élet kék helyett pirosra
szinezziik, és keresiink helyette egy masik kék élet. A kapott n — 1 érték koziil a legkisebbet
vessziik. Lépésszam: O(|E|log |E| + |V - |E|) = O(|V] - |E|), feszfakeresés és utana n — 1 kék
szabaly.

. Legyen adva egy (egyszeri, iranyitatlan, Gsszefiiggs) n cstcsa G graf éllistaval,

az élek stilyozasaval egyiitt. Tegyiik fel, hogy a G-bdél a v, cstcs, valamint a v;-re
illeszkedé élek elhagyasaval keletkezé G’ graf még mindig Osszefiiggs, és adott a G’
egy minimalis koltségi feszit6faja. Adjunk O(nlogn) futasi ideji algoritmust a G
graf egy minimalis koltségii feszit6fajanak elkészitésére!

A piros-kék algoritmus a G’-ben pirosra szinezett éleket G-ben is pirosra szinezné (a kékeket nem
biztos, hogy kékre! — szorgalmi feladatként mutassunk egy példat, ahol egy G'-beli kék él G-ben
piros lesz!). Ezért elég, ha G’ feszit6fajahoz vessziik hozza vi-et, és ebben a grafban keresiink
minktg feszfat. Ez Prim vagy Kruskal algoritmussal éllistas megadasban O(|E|log|E|), és ebben
az esetben legfeljebb n — 1 + n éliink van (feszitéfa és uj élek), igy a koltség O(nlogn) lesz.

Hany éle van az n pontiu egyszerii Osszefiiggé grafnak, ha pontosan 3 kiilonb6zd
feszit6faja van?

Legalabb n, hiszen n — 1 esetén fa lenne, igy ekkor csak egy feszit6faja lehetne. Ha van benne
egy k hossza kor, akkor a kor barmely élét elhagyva a maradék kiegészithets feszitétava, igy
ekkor legalabb k darab van neki. Vagyis csak 3 hoszzu kor(ok) lehet(nek) a grafban. Ha tobb
3 hosszu kor is van, akkor beldliik fiiggetleniil el lehet hagyni éleket, igy a feszitéfak szama 3
egész szamu tObbszorose lesz. Vagyis a grafban pontosan egy darab, 3 hosszu kor van (azaz egy
haromszog, aminek a csicsairdl fak loghatnak le), igy egy ilyen grafnak legfeljebb n éle lehet.
Fentieket Gsszerakva (legalabb és legfeljebb n) pontosan n éle van.

Ellistaval adott egy Osszefiiggs, egyszert, iranyitatlan, n cstcsu, e éli G graf csupa
kiilonb6zg élsullyal. Adjunk egy olyan O(e) koltségili algoritmust, ami a G graf
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egy minimalis feszit6fajanak legalabb %n élét elsallitja! (Azaz egy olyan élhalmazt
keresiink, ami biztosan része egy minimalis koltségii feszitGfanak.)

Boruvka algoritmusanak els§ két menetét futtatjuk (elsé menet utén legalabb ng ¢l van meg,
mésodik utén legalabb |22 ]).

Bizonyitsuk be, hogy a piros-kék algoritmus akkor is helyesen miikodik, ha egy
feszit6fa koltségét az élstulyok Gsszege helyett az élsilyok maximumaval definialjuk!
(Ez az allitas vizsgan bizonyitas nélkiil is felhasznalhato, ha agy addédik.)

A piros-kék algoritmus helyességének bizonyitasaban ezzel a célfiiggvénnyel is minden allitas
érvényes lesz (nyilvan végig kell nézni).



