Algel XI. gyakorlat

DAG!
2012. Aprilis 16.

5. |[ZH: 2008. marcius 28.] Egy n x n méretii tablazat minden eleme egy egész szam.

A tablazat bal alsé sarkabdl akarunk eljutni a jobb fels6 sarkdba tugy, hogy egy
lépésben a tablazatban vagy felfelé vagy jobbra egyet 1épiink. Azt szeretnénk, hogy
a lépegetés soran latott elemek névekvs sorrendben kovessék egymast. Egy ilyen at
értéke a benne szereplS szamok 6sszege. Adjon O(n?) futasi idejii algoritmust, ami
meghatarozza, hogy az adott tiblazatban a szabalyok szerinti utak értékei kozott
mekkora a legnagyobb! (Persze, dinprog is kézenfekvd, de most DAG-gal!)
Felvesziink egy grafot: csucsai a tablazat mez6i, élei a mez6k kozotti megengedett lépések (a
novekedési feltételt is figyelembe véve), az élstulyok a mezsk értékei. Konnyt latni, hogy egy, a
bal als6 saroknak megfelels csticsbol a jobb felsGig tartd Gt pont egy megengedett 1épegetés, igy
ebben a grafban egy leghosszabb utat kell keresni a bal alsé csticsbol indulva. A 1épési szabélyok
miatt a graf DAG, igy O(|V| + |E|) 1épésben ez megtehets, ami jelen esetben O(n? 4 2n?) =
O(n?), hiszen n? cstcsunk van, és minden csticsbol legfeljebb két él indul.

6. [Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy n ponta e éld iranyitott graf. Azt
szeretnénk tudni, hogy van-e benne olyan minden pontot tartalmazé részgraf, ami
egy, a gyokerétsl a levelek felé iranyitott fa. Adjon O(ne + n?) lépésszamu algorit-
must, ami ha van, talal egy ilyen részgrafot.

Minden csticsbél egy mélységi bejarassal ellenérizziik, hogy ilyen-e. Ha taladlunk, akkor meg-
allunk, ha nem, akkor pedig nem is lehet (kiilonben valamelyik bejaras megadta volna). Ez
osszesen O(n(n + e)) = O(ne + n?).

7. |ZH: 2007. aprilis 27.] Az n x n méretid tabla minden mezGjére egy pozitiv egész

szam van irva, az i-edik soranak j-edik elemére A[i,j], ahol 0 < i, < n. Feladat,
hogy az els6 oszlopbdl eljussunk az utolsé oszlopba gy, hogy egy lépésben mindig
a kovetkezd oszlopba lépiink, és azon beliil, ha az i-edik sorban voltunk, akkor a
kovetkezs 1épésben vagy az (i — 1) (mod n), vagy az i, vagy az (i+ 1) (mod n) szamna
sorba keriilhetiink. Adjon O(n?) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza, hogy
az els6 oszlop melyik elemébél induljunk, ha azt akarjuk, hogy a bejart mezékon
16v6 szamok Gsszege minimalis legyen (az utols6 oszlop barmelyik mezdje lehet az
utols6 olyan mezd, amire ralépiink).
A tabla mezdit vessziik egy graf csicsainak, az élek a megengedett lépéseket jelolik, sulyuk a
mez6 silya, ahonnan indulnak. Legyen egy forras, ami az 0sszes elsé oszlopbelihez hozza van
kotve 0 sillyal, és egy nyels, amibe az utolsé oszlopbdl vezetnek élek. Igy egy megengedett
lépkedés pont egy utnak fog megfelelni a grafban a forrastél a nyelsig. A graf DAG, a 1épések
definici6ja miatt. |V]| = O(n?), |E| = O(n?) (minden csticsbol legfeljebb 3 él indul, a forrasbol
pedig n db), igy a legkisebb Gsszegi lépkedés pont egy legrévidebb ut a forrasbol a nyelGbe,
ami O(|V| + |E|) = O(n?) lépésben megvan.

8. [Vizsga: 2010. junius 3.] Egy falutorténet ir6ja n korabbi lakosrdl gytijtott infor-
maciokat. A kérdésekre kapott valaszok a kovetkezs tipustiak voltak:
o S; személy meghalt S, sziiletése el6tt;
o S; személy élete soran sziiletett S;;
e S; személy korabban sziiletett, mint S5;

e S; korabban halt meg, mint S;.
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Egy 5;,5; parra nem biztos, hogy szerepel minden valasztipus, és olyan par is lehet,
amely egyetlen valaszban sem szerepel egyiitt. Mivel az emberek idénként rosszul
emlékeznek, nem biztos, hogy minden kapott informéacié helyes. Adjon algoritmust,
amivel k& db fenti tipusa valaszrol O(n+k) lépésben eldonthets, hogy van-e kézottiik
ellentmondas.

Vegyiink fel egy 2n csticst grafot, ahol az egyes csiicsok adott személy sziiletésének és halalanak
felelnek meg (S;-re v; s, és v; ). A graf élei jelentik az idébeli megel6zést, azaz vg-bol v-be futo
él azt jelenti, hogy vy esemény v; el6tt tortént. A sziiletési és halal cstucsokat személyenként
értelemszertien 6sszekotjiik. A tobbi él az informéciokbol jon, pl. S; személy élete sordn sziletett
S; esetén egy (Vj sz, Vjsz) €5 (V) sz, Vi) élet hizunk be (a tobbi is értelemszertien). Az informaci-
6kban pontosan akkor nincs ellentmondas, ha a graf DAG (egyik irdny: ha lenne ellentmondas,
akkor az kort jelentene a grafban; mésik irany: ha kor van a grafban, az egy esemény sajat
maga el6tti bekovetkeztét jelenti, azaz ellentmondas). |V| = n, |E| = O(n + 2k) (.¢let” élek és
allitasonként legfeljebb két él), DAG-sag eldontése mélységi bejarassal O(|V|+|E|) = O(n+k).

[ZH: 2005. aprilis 8.] Cirkuszi akrobatak egymas vallara allva minél nagyobb tor-
nyot szeretnének létrehozni (a toronyban minden szinten csak egy akrobata lesz).
Esztétikai és gyakorlati szempontok miatt egy ember vallara csak egy olyan allhat,
aki nala alacsonyabb és konnyebb is. A cirkuszban n akrobata van, adott mind-
egyikiik magassaga és siilya. Adjon algoritmust, amely O(n?) lépésben megadja a
lehetséges legtobb emberbdl 4ll6 torony oOsszeallitasat.

Felvesziink egy irdnyitott grafot, ahol a csticsok az akrobaték, két akrobata kozott akkor fut él
(értelemszert iranyitassal), ha az egyik raallhat a mésikra. Egy irdnyitott at a grafban pont egy
helyes egymaésraallasnak felel meg. A graf DAG, ha nem lenne az, akkor valaki sajat maganal
nehezebb és magasabb lenne. A leghosszabb utat keressiik, ami mélységi bejaras segitségével

O(|V|+ |E|) = O(n +n?*) = O(n?) ebben az esetben.

[ZH: 2007. aprilis 27.] Tekintsiik az olyan G iranyitott grafokat, amelyekben ha
eltekintiink az élek iranyitasatol, akkor a kapott iranyitatlan G’ graf Osszefiiggd.
A G graf egy mélységi bejarasanal maximalisan hany olyan cstics lehet, amelyre a
mélységi és a befejezési szam megegyezik?

n, ilyen példaul egy iranyitott 1t, ahol pont az irdnnyal ellentétesen vessziik a csticsokat. Tobb
nem lehet, hiszen n cstcsa van a grafnak.

Adjunk algoritmust, mely egy éllistaval megadott iranyitatlan grafban vagy talal
egy kort, vagy igazolja a graf kormentességét O(|V|) id6ben (fiiggetleniil attol, hogy
|E| akar sokkal nagyobb is lehet, mint |V])!

Ha egy iranyitatlan grafban n — 1 élnél tobb van, akkor biztos van benne kor (de ha ennél
kevesebb, attol még lehet benne kor!). gy inditunk egy mélységi bejarast, amit n él vizsgalata
utan automatikusan leallitunk, egyébként meg magatol is a megadott lépéskorlatban megéll.

[Vizsga: 2007. janius 12.] Egy szamitoégéphalozatban n szamitéogép van. Minden
olyan eseményt, hogy az i-edik gép iizenetet kiild a j-ediknek (i, j,t) formaban fel-
jegyeziink, ahol a t egész szam az iizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban
a t idépontban egy gép tobb gépnek is kiildhet iizenetet. Ha a ¢t id6pontban az -
edik gép virusos volt, akkor egy (i, j, t) lizenet hatasara a j-edik gép mefertdzédhet,
ami azt jelenti, hogy a ¢t + 1 id6ponttdl kezdve mar a j-edik gép is virusos lehet.
Legyen adott az (i, j,t) harmasoknak egy m hosszu listaja, valamint z,y és ¢y < t;
egész szamok. Azt kell eldonteniink, hogy ha az z-edik gép a t; idé6pontban virusos
volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t; id6pontban virusos. Adjon algoritmust,
ami ezt a kérdést O((t; — to)n + m) lépés utan megvalaszolja.

Vegyiink fel egy gréafot, cstcsai a szamitogépek minden idépillanatban tq és t; kozott, élei (ira-
nyitottak) az tizenetek. Vegyiink fel még éleket az ugyanahhoz a géphez tartozé szomszédos
idépontok kozott is eldrefele! Ebben a grafban az x gépbdl pontosan azok érhetdk el iranyitott
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titon, akik lehetnek virusosak (ezt kicsit indokolni kell). Igy 2-bél egy bejarast inditva megta-
laljuk a kérdéses gépeket. |V | = O(n(t; — o)), |[E| = O(n(ty — to) +m) (sajat élek és legfeljebb
m lizenet), igy a bejaras lépésszama O((t; — to)n + m).

[Vizsga: 2007. janius 19.] Egy el6re rogzitett atvonalon tgy indulunk el, hogy az
aut6 L literes tankja tele van. Uticélunkhoz tigy akarunk eljutni, hogy legalabb egy
fél tanknyi benzin maradjon az autéban. Tudjuk, hogy az utunkba es6 n benzinkut
koziil melyikben mennyibe keriil a benzin, tovabba, hogy két szomszédos benzin-
kat kozott, valamint a kiinduléoponttol az elsé benzinkutig, illetve az utolsé ben-
zinkuttol a célunkig mennyi benzint fogyaszt az autdé. Az egyszeriiség kedvéért ha
megallunk egy benzinkatnal, akkor mindig tele tankolunk. Adjon algoritmust, ami
O(Ln?) lépésben megmondja, hogy hol alljunk meg tankolni ha azt akarjuk, hogy
utunk soran a benzinkdltség minimalis legyen. (Javitdsi utmutatéban: ELNEZEST, a
feladatba bele akartam irni, de kimaradt, hogy a fogyasztas mindig egesz liter. Ha valaki meg-
oldotta e nelkul (es meg jobb is a lepesszama), annak orulunk. Ha valaki feltette, hogy minden
egesz, annak is orulunk, mert ezt akartuk es meg gondolatot is tud olvasni.)

Epitiink egy grafot, ami mind az n kézbeesé benzinkithoz (+ a kezdd- és végponthoz) tartalmaz
L cstcsot; v;; jelentése: az i-edik kuthoz [ liternyi benzinnel érkeztiink. Az élek egyértelmien be-
hazhatok a fogyasztas alapjan (vagy tankolunk és tgy megyiink tovabb, vagy nem tankolunk),
igy minden cstcsbol legfeljebb 2 él indul ki; a feltételek alapjan tiltottakat (elfogyd benzin, ke-
vés benzinnel célbaérés) eleve nem hizzuk be. Az élek sulya 0, ha nem tankolunk, és a tankolas
koltsége (a tankolandd mennyiség és az ar ismeretében konstans idében meghatérozhato), ha
tankolunk. Ebben a grafban egy legréovidebb ut pont a legolcsobb utazast fogja jelenteni. A graf
DAG (csak benzinkutak kozott, el6refele mennek élek), igy a legrovidebb 1t megkeresésének
lépésszama O(|V|+ |E|) = O(Ln+2Ln) = O(Ln), ami pont jo is. (Ha nem csak a szomszédos
kutakat néznénk, hanem minden kutbél behtizndnk az Osszes élet, ahova eljuthatunk, akkor
kutanként és literenként 2 helyett O(n) ¢l indulhatna ki, igy adodna ki O(Ln?) - természetesen
O(Ln) = O(Ln?), igy a leirt megoldas is helyes).

A G(V,FE) Osszefiiggs, iranyitott graf minden éle az 1,2,...k szamok valmelyikével
van sulyozva. Egy 1t értéke legyen az uton taldlhatd élek stlyainak maximuma.
Adjunk O(|E|logk) futasideji algoritmust az adott =,y € V csticsok kozti legkisebb
sulyt at értékének meghatarozasara!

Adott i szamra meg tudjuk nézni, hogy z és y csics kozott van-e legfeljebb ¢ silyt t, azaz az
7-nél nem nagyobb stlyu élek kihagyasaval z-bdl van-e ut y-ba. A legkisebb olyan ¢ szam, amire
van megfelel Gt, pont a minimalis salyt at silya. Mivel csak 1, . .., k kozotti élsulyaink vannak,
binaris kereséssel meg tudjuk keresni a megfelels i-t. A sziikséges 1t 1étezésének eldontése mehet
pl mélységi bejarassal, ami O(|E| + |V]), viszont itt az Osszefiiggéség miatt |V| = O(|E|).
Osszesen tehat a lépésszam O(|E|log k).

[Vizsga: 2003. majus 30.] Ellistaval adott egy G graf, melynek n csticsa és e éle van.
A graf minden cstcsdhoz hozza van rendelve egy 1 és k k6z6tti egész szam (cimke).
Talaljunk (ha létezik) olyan tarka utat a grafban, amelyben minden 1 < < k cimke
pontosan egyszer fordul el6. Az algoritmus lépésszama legyen O(k!(e 4 n)).

Ha adott egy 7 permutacio, akkor egy bejarassal O(e + n) lépésben el tudom doénteni, hogy
van-e megfelels, k hosszu ut (csak a 7 szerinti aktualisan kovetkezs cimkéji éleket vessziik
létezének a bejaras lépései soran). Osszesen k! permutécié lehet, igy mindet végig tudjuk nézni

O(k!(e +n)) lépésben.

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V| E) iranyitott graf felbonthaté két DAG-ra;
pontosabban az élhalmazanak van olyan Fy, F, particidja (F = E,UE, és E\NE, = (),
hogy a G, = (V, E,) és a Gy = (V, E,) grafok DAG-ok!

Indukciéval a pontszamra. n = 1-re triviadlisan igaz. Tfh n-re igaz, kérdés, hogy igaz-e n + 1
pontra? Ha van egy n + 1 pontd iranyitott grafunk, akkor véletlenszertien valasszuk ki egy



pontjat. A maradék n az indukcios feltevés szerint felbonthaté megfelden két DAG-ra (persze
siman lehet, hogy az egyik, mésik, vagy mindketts akar 0 élet tartalmaz, de ez minket nem
zavar), ezeknek van egy topologikus sorrendje. Az n + l-edik pont bejovs éleit rendeljiik az
egyik DAG-hoz, ettdl az DAG marad (a topologikus sorrendben az aktudlis lesz az utolsé pont,
a tobbit nem zavarja), a kimend éleket pedig a masik DAG-hoz (hasonloan az is DAG marad).
Igy az allitast igazoltuk (és mellesleg a bizonyitasunk konstruktiv is, azaz ez alapjan tényleg
tudunk csinalni egy ilyen felbontést).



