Algel IV. gyakorlat

Egy kupac kupac
2011. februar 28.
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[Vizsga: 2008. majus 27.] Egy kupacba beraktunk egy 4j = elemet, majd végrehaj-
tottunk egy MINTOR miiveletet. Mikor fordul els, hogy végiil az eredeti kupacot
kapjuk vissza?

Pontosan akkor, ha az eddig tarolt elemeknél kisebb x. Ez a feltétel sziikséges, hiszen a MIN-
TOR a legkisebbet fogja visszaadni, és ha az @j nem az lenne, akkor mindenképpen bennema-
radni. Az elégségesség kicsit macerabb. Amit tudunk: x a gyokérig felment, és legalulrol indult.
MINTORNEL a legals6 keriil = helyébe (nevezziik y-nak), az fog lefele menni. Azt akarjuk
bizonyitani, hogy pont az eredeti helyére keriil vissza (és mindenki maés is, aki az tton volt).
Indukcioval az aktuélis szintre: a gyokérben most y van, egyik gyereke az eddigi legkisebb,
és pont azon az oldalon van, ahonnan x eredetileg ,feljott”. Mindenképpen 6 fog a gyokérbe
keriilni, ezért y vele fog helyet cserélni, azaz ugyanazon az tton indul lefele, ahonnan x jott.

T stz

vessziik a gyokérnek.

. Adjunk hatékony (hehe :)) algoritmust egy kupac tizedik legkisebb elemének meg-

hatarozasara!

Konstans (azaz O(1)), hiszen az i-edik legkisebb elem a gyokértdl legfeljebb i tavolsagra van,
igy 219 elem koziil kell a tizedik legkisebbet megtalalni, ami konstans lépés (a legbutabb médon
is).

. Adott egy n elemet tartalmazé kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac k-

nal kisebb elemeit! Ha m ilyen elem van, akkor az algoritmus O(m) elemi lépést
hasznalhat.

Lényegében egy bejéaras, elindulunk a gyokérbdl, és amig k-nal kisebb elemet taldlunk, addig
kifrjuk, ha > k-t, akkor az adott a4gat hanyagoljuk, hiszen a kupac-tulajdonsag miatt arrafele
csak még nagyobbak lehetnek. Legfeljebb a nekiink jo elemek mindkét gyerekét vizsgaljuk meg
feleslegesen, vagyis O(2m) = O(m) vizsgélatot végziink.

. Adjunk konstans szorzé erejéig optimalis koltésgii algoritmust az alabbi problé-

mara!

INPUT: Egy A[l : n] tomb, amely eredetileg az 1,...,n szamokat tartalmazta ku-
pacba rendezve, de 0t elem megsériilt, és a helyére x keriilt.

FELADAT: Talaljuk meg a tomb Osszes olyan kitoltését, ami lehetett az eredeti!
O(n) lépésbol ki lehet talalni, hogy melyik 5 szam hidnyzik. Ezeknek 5! sorrendje lehet, igy
mindegyiket végig tudjuk probalni. Minden egyes elemnek csak a sziilgjét és két gyerekeét kell
megvizsgalni, hogy jo-e veliik a kupactulajdonsag (permutéacionként 15 vizsgalat). Ha az adott
permutacié jo, akkor van egy lehetséges kitoltésiink. Minden lehetGséget megvizsgaltunk, igy
az algoritmus biztos helyes. Lépésszam: O(n+5!-15) = O(n). Ez azért optimélis, mert pusztan
az b sérilt elem megtalalasa is Q(n) lépés.

Tervezziink olyan adatszerkezetet, ami egy rendezett halmaz elemeinek tarolasara
szolgal. A megvaldsitand6é miiveletek: Felépit(n): n elembdl felépiti a struktarat;
Mintor, Maztor: a min. illetve max. elem torlése; Beszir(x): az = elemet a struktaraba
illeszti. Az egyes miiveletek koltsége ne legyen tobb, mint Felépit: O(n); Mintor,
Maaxtér, Beszir: O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

Hasznaljunk egy min-kupacot és egy max-kupacot, valamint a tarolt elemeket a két kupacban
kossiik 6ssz pointerekkel (hogy az egyik kupacban 1évS, a keziinkben 16v6 elemrdl keresés nélkiil
tudhassuk, hogy hol talalhat6 a méasik kupacban).

Felépit: pointerek inicializalasa + két kupac épitése: O(n +n+n) = O(n).
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Beszir: pointer inicializalasa + beszuras egyikbe és masikba: O(1 + logn + logn) = O(logn).
Mintér: min-kupacbol mintér, max-kupacban pedig a megfelels hely torlése (annyi kiilonbséggel
az eredeti algoritmushoz képest, hogy nem a gydkérbdél, hanem valahonnan kézéprdél inditjuk a
torlést, de az algoritmus ugyanugy fog miikodni). O(logn + logn) = O(logn).

Maztor: ugyanaz mint el6bb, csak szerepcserével.

Igazoljuk, hogy egy n elembdl all6 kupac felépitése (2(n) sszehasonlitast igényel!
Fejet asztalbaverGen egyszert bizonyitas: mivel a gyokérben a legkisebb elem van, ezért nem
lehet hamarabb felépiteni, mint a legkisebb elemet megtalalni, ami pedig énmagaban is Q(n).



