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3. Ellistaval adott a stlyozott éli G(V, E) graf. Tegyiik fel, hogy az élek stlyai az 1,2, 3
szamok koziil valok. Javasoljunk O(n + e) koltségii algoritmust az s € V pontbdl az
osszes tovabbi v € V pontokba vivé legrovidebb utak hosszanak meghatarozasara!
A 2 hosszu éleket helyettesitsiik 2, a 3 hossztiakat 3 élellel. Az utak hossza igy az élszam lesz
(minden ut annyi élbdl 4ll igy, amilyen hosszu az eredeti grafban lenne), igy a szélességi bejaras
hasznalhato legrovidebb ut keresésére. A 1épésszam O(3n + 3e) = O(n + e).

7. Legfeljebb hany komponensbdl allhat egy iranyitott graf szélességi bejarasa soran
keletkez6 erds?
Vegylink egy n hosszu irdanyitott utat! Ha a szélességi bejarast az utolsé pontbdl inditjuk, akkor
elakad, utana az utolsé el6ttibdl, ott is elakad stb., igy pont n komponenst fog csinalni. Ennél
tobbet nem is lehet n pontbol.

8. [ZH: 2009. aprilis 24.] Dijsktra- B 3 N
algoritmussal hatarozza meg az alabbi 3
graftban az A pontbdl az 0Gsszes tobbi
pontba mend legrovidebb utak hosszat 2
az v pozitiv valés paraméter fliiggvényé-
ben. Minden lépésnél irja fel a tavolsa- 'As
gokat tartalmaz6é D tomb allapotat és a D E
KESZ halmaz elemeit.

A/B|C|D E KESZ
0|3 |co| b 00 A
03|65 00 AB
03] 6|5 do+x AB.D
HaO<z<1:

03|65 5+x A.B.D.E
0[3]6[5] 5« ABCDE
Ha 1 < z:

013]6 |5 |min85+z)| ABCD
0136 |5 |mn(85+z) | ABCDE

9. Hatarozzuk meg a jobb oldali grafban az
élstilyokat tgy, hogy a Dijkstra algorit-
mus rossz eredményt adjon!

Attol, hogy rakunk bele negativ élstlyt, még akar mikodhetne! Ugy kell negativ élstlyt bele-
rakni, hogy romoljon el, pl:
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A bal oldali csticsbol futtatva az alsé csiicsra az alogritmus 1-et mond, pedig a legrovidebb 1t
oda 0 lenne.

Adjuk meg az Osszes olyan minima- ’ U1 ‘ U2 ‘ U3 ‘ Uy ‘ Us ‘ Vg ‘
lis élszamu iranyitott grafot (élsulyok- 0
kal egyiitt), amely(ek)re az alabbi tab-
lazat a Dijkstra algoritmusban szerepls
D]] tomb valtozasait mutathatja. Adjuk
meg a legrévidebb utakat tartalmazoé Pl]
tomb allapotait is!
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A tablazat alapjan vizsgéaljuk az algoritmus futasat. Mivel a legkisebb élszamu graf kell, ezért
csak oda huzunk be élet, ahol az egyes lépésekben javitottunk (ide pedig kotelezd). Latszik, hogy
v1-b6l indulunk. Az elsé sor miatt innen vo-be, vs-ba és vg-ba vezet él, a megfelels sulyokkal.
A KESZ-be vsy-t valasztjuk, és a javitasok miatt rajoviink, hogy kell lennie egy vovs, vovy és
egy vovg €élnek, 3, 7 és 4 sulyokkal. A tovabbiakban minden ugyanigy (a grafot nem rajzolom
fel). Csak az utolso el6tti lépésben lesz valasztasi lehetség, hogy vy-et vagy vg-ot vegyiik be a
KESZ-be. Ettol fiiggden lesz egy 2 stlyt vyvs és egy 1 stlyt vgvs éliink, vagy pont forditva. A
P témb valtozasai (csak az els6 esetben):

Lon [ va [ og [ 0[5 | s |
— | V1| V1 | V1| V1| W
— | V1| U2 | Vg | V1| U2
— | V1 | U2 | U3 | V3| VU2
— | V1 | U2 | U3 | Ug | U2

— | V1 | V2 | U3 | Vs | U2

[ZH: 2009. aprilis 24.] Egy kezd§ autovezetd a varosban valo kézlekedése soran sze-
retne gyakorlatanak megfelelé titvonalat valasztani. Az athalézat egy iranyitatlan
grafként van megadva, a csticsok a keresztezGdések, az élek az utak, a csticsoknal
adott, hogy nehéz-e szamara a keresztezddés. (Az hogy nehéz, a keresztez6dés tu-
lajdonsaga, nem azon mulik, merrdl érkezik oda és és merre akar rajta athaladni.)
Irjon le egy algoritmust, amivel meg lehet hatarozni, hogy az autds az egyik adott
csucsnal levé otthonabodl mely csticsokba tud autéval Gigy eljutni, hogy dtja soran
két nehéz csiics soha nem jon kozvetleniil egymas utan. Az algoritmus lépésszama
éllistas megadas esetén legyen O(n + ¢), ahol n a csticsok és e az élek szama.

A grafbol kihagyjuk a nehezek kozti éleket (4 pont). Szélességi bejarassal megkeressiik, hogy
mely csticsok vannak az otthonnal egy komponensben, ezek lesznek elérheték (2 pont). Ez jo,
mert pontosan azokat az éleket hagytuk el, amiken nem mehetiink at, minden mas benne ma-
radt (ezt lehet prezizebben is) (2 pont). Lépésszam: éltorlések O(e), bejaras O(n + e), ami
osszesen O(n + e) (2 pont).

Egy G grafban pontosan egy él stlya negativ, és nincs a grafban negativ Gsszstilyt
iranyitott kor. Adjunk O(n?) lépésszamu algoritmust az s € V(G) pontbdl az 6sszes
tobbi pontba vezetd legrovidebb utak meghatarozasara!

Egy legrévidebb 1t kétféle lehet: vagy hasznalja a negativ élet, vagy nem. ElGszor futtassunk
egy Dijsktrat (a szépség kedvéért hagyjuk ki a negativ élet), az ¢ cstcsba vezets legrévidebb ut
hosszat jeldlje df. Jeldlje u azt a csiicsot, amibdl a negativ ¢l indul. Vilagos, hogy d helyes,
hiszen a negativ élen nem mehetiink at az 6 eléréséhez az eredeti gratban. Bel6le is indithatunk
egy Dijsktrat (az eredeti grafon), hiszen ekkor elGszor a negativ él masik végpontjat veszi be
a KESZ halmazba, ami a definicionak megfelel. Ezeket a legrévidebb értékeket jeldlje d; . A
legrévidebb utak tehat min(d;, df + d;) képlettel szamolhatok. Lépésszam egy keresés és két
Dijsktra, azaz O(e+n?+n?) = O(n?) (az ugye mindenkinek vildgos, hogy egy egyszerii grafban
e = 0(n?)).
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Legyen G = (V, F) matrixszal adott n ponti, stulyozott éld iranyitott graf! Tegyiik
fel, hogy G nem tartalmaz negativ Osszhossziisagiu iranyitott kort, tovabba azt,
hogy a G-beli egyszerii iranyitott utak legfeljebb 25 élbél allnak. Javasoljunk O(n?)
koltségili médszert az 1 € V pontbdl az 6sszes tovabbi v € IV pontokba vivs legrovi-
debb utak hosszanak a meghatarozasara!

A Bellmann-Ford algoritmus soran a tablazat i-edik soraban a kezd&pontboél a legfeljebb ¢
élszamu legrovidebb utak hosszai szerepelnek (ezt nem kell kiilon bizonyitani!). Mivel tudjuk,
hogy G-ben minden 1t legfeljebb 25 élbdl all, a tablazatot elég a 25. sorig kitolteni. A 1épésszam
igy O(25n?) = O(n?) lesz.

Adott éllistaval egy n pontu, e éli G Osszefiiggd iranyitatlan graf. Adjunk O(e) kolt-
ségi algoritmust olyan X C V(G) kézponti ponthalmaz keresésére, melyre | X| <n/2
teljesiil! Az X C V(G) egy kozponti ponthalmaz, ha G minden pontja vagy X-beli, vagy
egyetlen éllel elérhets valamelyik X-beli pontbél.

Az Osszefiiggbség és iranyitatlansag miatt a szélességi bejarés egy szélességi feszitéfat fog adni.
A paratlan szinteken 1év6 pontok széma legyen x, értelemszertien a parosoké ekkor n — x. Ha
xr < n — x, akkor valasszuk kozponti halmaznak a paratlan szinten 1évé pontokat, egyébként a
péarosakat. Konnyen latszik, hogy minden pontra igaz, hogy vagy benne van a kivéalasztott hal-
mazban, vagy elérhets bel6le egy 1épésben (elég csak a szomszéd szintre menni). A kivalasztott
halmaz a skatulya-elv miatt biztos legfeljebb n/2 méreti lesz. A lépésszam O(n + €), ami az
Osszefiiggdség miatt O(e).

[ZH: 2007. aprilis 27.] Kutyasétaltataskor egy parkban egy gazda régzitett, egyenes
szakaszokbdl all6 titvonalon halad, aminek toréspontjai ¢4, ...,t,, a bejaratot jelolje
to, a kijaratot t,,;. A kutyaja szabadon szaladgal, de a t; pontokban talalkozik
a gazdijaval. A t; és t,., pontokban val6é taladlkozas kozott a kutya szeretne egy
fat is meglatogatni (minden i = 0,1,...,n esetén legfeljebb egyet-egyet). Legyenek
adottak az s(t;,t;+1) tavolsagok (0 < i < n), valamint minden fanak az Osszes t;
ponttol vett tavolsaga. Tegyiik fel, hogy két taldlkozas ko6zott a kutya legfeljebb
kétszer akkora tavolsagot tud megtenni, mint a gazda. Adjon algoritmust, ami
segit a kutyanak eldonteni, hogy mikor melyik fat latogassa meg ha a kutya célja,
hogy minél t6bb fanal jarjon. Az algoritmus 1épésszama legyen O(n%f + nf?), ahol
f a parkban levé fak szamat jeloli.

Ez csak annyiban triikkos, hogy nem legrévidebb tt, hanem pérositas. Ugyanis minden gazda-
ponthoz parositani akarunk egy fat. Egyik pontosztily tehat a gazda pontjai, masik a féak,
akkor megy él, ha adott pontbdl elérhets a fa tgy, hogy utana a kutya vissza tud érni. Itt kell
max. parositas, ami mehet magyar modszerrel, ami O(|V||E|) = O((n + f)(nf)) = O(n?f +
nf?), a felépités pedig megy O(nf)-ben, ami nyilvan belefér (a tavolsagszamitas egy pont és fa
és pont kozott konstans 1d6).



