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6. [Vizsga: 2007. majus 29.] Legyen w = wyws---w, egy n betiibdl allé sz6. Hivjuk
részszonak w egy tetszdleges w;w;y1 - w;, darabjat (1 <i<n—-1,1<k <n-—1).
Adjunk algoritmust, ami O(n) 1épésben meghatarozza az Gsszes a-val kezd5déG és
b-re végz6ds részszo szamat.

Eszrevessziik, hogy egy tetszéleges b karakter el6tti 6sszes a karakter meghatéaroz egy-egy ilyen
szOt. A szovegben haladva ha a-t talalunk, akkor az eddigi a-k szaméat ndoveljiik eggyel, ha
b-t, akkor pedig a végeredményhez hozzaadjuk az a-szamlalo aktuélis értékét. Az algoritmus
egy végigolvasasbol megvan, azaz O(n), valamint helyes (ezt nagyon precizek indukcidval is

bebizonyithatjak).

7. Az 1,2,... ,n szamoknak adott két permutacidja, x,...,x, és yy,...,y,. A két sorozat
egy kozoOs részsorozata egy 1 < i3 < - < iy < n,ésegy 1 < 51 < ... <5 <n
indexsorozattal adhaté meg, ahol z;, = y;, teljesiil minden 1 < m < k esetén.

Adjunk O(n?) lépésszamu algoritmust, ami az r és y sorozatokban meghataroz egy
leghosszabb k6z0s részsorozatot!

Felvesziink egy n x n mérettdi A matrixot, ahol A[i, j] jelentése a kévetkezs: az z;-n és y;-n
végz6ds leghosszabb kozos részsorozat hossza. Kitoltés:

.o O,haxi#yj
A[z,J]—{ Ali—1,j -1+ 1, haz; =y;

A spec esetek (szélek) értelemszertien. Ekkor a tablazatban a max. szam megadja a legnagyobb
koz0s részsorozat hosszat, onnan atlosan visszalépkedve megkapjuk magat a sorozatot. Tablazat
kitoltése O(n?), a megoldds megkeresése is megvan ennyib6l (persze ezt nem muszaj utolag,
nyilvan a kitoltés kozben is nyilvantarthatjuk).

8. Egy jatékban egy n x m racs bal fels6 sarkabol kell eljutnunk a jobb als6 sarokba.
Egy 1épés soran a racs mentén vizszintesen vagy fiiggélegesen tudunk a kovetkezd
racspontba lépni. Azonban van néhany keresztez6dés, ahova nem szabad lépniink.
Ezek helyét az R tomb irja le, R[i, j| = 1, ha az (i, j) keresztez6désbe nem léphetiink,
egyébként R[i,j| = 0. Adjunk O(nm) futasi idejd algoritmust annak meghataroza-
sara, hogy pontosan n + m — 2 lépést téve a racson hanyféleképpen tudjuk a célt
elérni!

Mivel a két sarok kozotti tavolsag n+m—2, ezért ténylegesen csak jobbra vagy lefele 1éphetiink.
Szokasosan egy n x m méretdi A matrixot toltiink, ahol A[i, j] jelentése: az i-edik sor j-edik
oszlopara hanyféleképpen tudunk szabalyosan eljutni. Kitoltése:

A1l = 1

Alij] = 0, ha (4, 7) tiltott
T Al =1, 5]+ A[i, j — 1], ha (i, j) nem tiltott

Ez azért jo igy, mert tiltott mezére O-féleképpen mehetiink, egy nem tiltott mezére pedig
csak fentrsl vagy balrol. A megoldas A[n, m|-ben lesz talalhato. Helyesség indukcioval konnyen
belathato, lépésszam O(nm), mert egy n X m méretd méatrixot toltiink ki egy menetben.

9. Legyenek a,,as, . ..,a, tetszdleges egész szamok és m < n? egész. Adjunk algoritmust,
amely a binaris alakjukkal megadott a;,as,...,a, és m szamokrdl eldonti polinom
idében, hogy az aq,as,...,a, szamok koziil kivalaszthat6-e néhany ugy, hogy az

Osszegiik m-mel osztva egyet adjon maradékul!
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Vegyiik fel az m-hez tartozo teljes maradékrendszert egy (mondjuk bool) A témbbe! Kezdetben
minden hely false. Az a; szam kézbevételekor Vj : A[j] = true helyre allitsuk A[(j + a;)
(mod m)]-et true-ra, majd Ala; (mod m)]-et is. Ha A[l] true lesz, akkor kivalaszthato, ha
a végére sem, akkor nem. Ezt be is kell bizonyitani! Azt allitom, hogy a; kézbevétele utan
pontosan azok az A[j]-k vannak true-ra allitva, amik valahogy eléallnak a; . .. a; koziil néhany
osszegeként (mod m). Indukcioval nyilvan igaz, hiszen a; valasztasaval csak a; (mod m) all
els. Tth k-ra igaz, ekkor nézziik k + 1-re. ay ... agyq koziil néhanyat valasztva vagy vélasztjuk
ar.1-et, vagy nem. Ha nem, akkor pontosan azok allnak el§, amik a, . .. a; koziil, ha igen, akkor
egyrészt elGallhat maga ayy 1, masrészt az eddig elGalldo szdmok mindegyikéhez hozzavehetjiik
ary1-et is. Ezért a feltétel igaz maradt, hiszen az 6sszes lehetséges esetet lefedtiik. A 1épésszam
polinomialis, hiszen O(nm) miiveletet végziink (minden szamhoz a teljes tablan végigmegyiink),
ami ebben a spec. esetben azért polinomialis, mert m = O(n?). (Ha m-re nem lenne korlat,
akkor ez akar exponencialis is lehetne.)

Adjunk algoritmust, ami egy n csticsii faban linearis id6ben meghatarozza a faban
levé leghosszabb 1t hosszat!

Szokésosan tetszGlegesen valaszthatunk egy gyokeret, igy beszélhetiink szintekrsl és egyebekrdl.
Minden cstuicshoz egy szamot fogunk rendelni (modjuk (7)), lentrdl felfele haladva. Ez a szam
azt jelenti, hogy a levelekbél melyik a leghosszabb 1t az adott csticsba. Egy v cstics vizsgéalatakor
meg kell vizsgalni a rajta athaladé utak koziil a leghosszabbat, ez a két legnagyobb szdmmal
rendelkezd gyerekén (mondjuk i és j) keresztiil megy, a hossza pedig [(i) + {(j) + 1. Ha ez
hosszabb, mint az eddigi leghosszabb, akkor megjegyezziik, [(v) pedig (ha (i) volt a maximalis)
= [(i) + 1. Bizonyitas indukcioval; 1épészam: minden cstcsot csak akkor vesziink kézbe, amikor
6t vizsgaljuk, és a sziilgjének vizsgalatakor a két max. keresésben, igy O(3n) = O(n), ebbe a
kezdeti gyokeresités és a bejaras szervezése is belefér.

[Vizsga: 2009. janius 11.] A véges hossza 0-1 sorozatok egy részét valamilyen szem-
pontbdl jonak tekintjiik, a tobbit rossznak. Van egy A algoritmusunk, mely adott n
hosszi 0-1 sorozatrol O(log(n!)) 1épésben megmondja, hogy a sorozat jé6 vagy rossz.

Adjon olyan eljarast, mely A-t felhasznalva, ha adott egy m hosszi 0-1 sorozat, y =
Y192 -+ - Ym, akkor eldonti, hogy y eldall-e néhany jo sorozat egymas utan filizésébdl.
Az eljaras lépésszama 6sszesen legyen O(m?).

Segitség: log(n!) ~ O(nlogn) = O(n?).

Felvesziink egy T' tombot n mérettel. T'[i] = 1 azt jelenti, hogy y; - - - y; el6all jo sorozatokbol.
T[i] kitoltése: T[i] = A(1,4)V (T[IANA(2,0)V---V(THINAG+1,49)V---V(Tli — 1] ANA(,17)).
Magyarul megnézziik, hogy az eddigi helyes részekhez hozza tudjuk-e illeszteni az ujat. A
végeredmény T'[m]-ben taldlhato. Ez O(n?) db meghivasa A-nak legfeljebb n méreti inputtal,
innen kijon a jo 1épésszam.

Egy n sz6bdl all6 szoveget kell sorokra tordelni. A szoveg i-edik szava ¢; karakterbdl
all, egy sor s karakter hosszti. Ha egy sor a szoveg i-edik szavaval kezdddik és
a j-edik szoval végzddik, akkor az elvalaszté szokozoket is figyelembe véve t =
s—li+0li1+---+{;+j—1i) lires hely marad a sor végén. Egy ilyen sor hibaja legyen
t?. A tordelés hibdja a nem iires sorok hibainak Osszege. Adjunk O(n?) lépéses
algoritmust egy legkisebb hibaja tordelés meghatarozasara! (A szavak sorrendje
rogzitett.)

Elég csunyan hangzik, de nem az. Szokasosan valami olyasmire kell gondolni, hogy egy sor
vizsgalatanal mar rendelkezésiinkre alljon az Osszes megelézs érdekes adat. Vegytink fel egy D
tombot, ahol D[i] értéke legyen az 1.. .14 szavak legkisebb hibaju tordelésének értéke! D[0] =0
jelentse azt, hogy 0 szét 0 sorba hiba nélkil be tudunk rakni. Amikor épp az i-edik szot
vizsgaljuk, akkor a kovetkezd lehet&ségeink vannak: -t kiilon sorba vessziik, az i — 1-ig bezarolag
pedig a lehetd legjobb tordelést adjuk (jé, ez pont D[i —1]!); i — 1-et és i-t vessziik egy sorba, az
elsttiik levket pedig a legjobban tordeljiik (csak nem D[i—2]7);. .. ; 1-t6l i-ig csindlunk egy sort.
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Meg is van a képlet: D[i] = rninjzl,,,i(tii + D[j — 1]), a helyességet a fenti gondolatmenet adja.
Din] fogja az optimalis tordelés értékét megadni. Ha meg is akarjuk kapni a tényleges tordelést,
akkor egy T tombben nyilvantarthatjuk, hogy adott i-hez D[i]-nél hogyan kaptuk a minimumot,
azaz hol van a sortorés. T'[n|-t6l visszafele 1épkedve megkapjuk a sortorések helyét. Mivel az
i~edik szonal 1-t8l i-ig végignézziik az eddigi tombot (azaz 1,2,...,n miveletet végziink), a
lépésszam O(n?) lesz.

Adottak M, M,, ..., M, munkdk H,, H,, ..., H; hataridékkel és P, P, ..., P, profitok-
kal. Mindegyik munka elvégzése pontosan 1 napunkba keriil (egy napon csak egy
munkat végezhetiink el). Adjunk O(n?) lépésszamua algoritmust, amely meghata-
rozza, hogy mely munkakat vallaljuk el a profit maximalizalasa érdekében!
Alakitsuk a hataridsket a mai naptol indulé szamozasra (ha sziikséges). Legyen A[i| a legfeljebb
i indext feladatokat hasznalé maximalis profita iitemezés: A[0] = 0. Ha i > 0, akkor A[i] ugy
kaphato, hogy az ¢ indext feladatot megkiséreljiik a hataridejétsl visszafelé betenni a napta-
runkba. Ha van iires hely, akkor odatessziik és A[i] = A[i — 1] + P;. Ha nincs tires hely, de a
legkisebb profitt munka profitja (P;) kisebb, mint P, akkor az M; munka helyére tessziik be a
M; munkat. Ez O(n?).



