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Baratkozas a targgyal és egymassal

2011. februar 7.
18. Bizonyitsuk be, hogy

(a) log, f(n) = ©(loge f(n)) (f(n)>0)

log, f(n) = SE2d — ¢ log g f(n). Innen kiadédik mindkettd.

() f(z) = apa® +ap_12" '+ +ag (ap #0) = f(n)=0(nk
O: Y amn' < c-n* kell. n*(> 0) osztassal ap + Y a;—5 < ¢, amibsl mar konnyt latni
(analizis).
Q): teljesen hasonléan.

(c) 271 = O(2"), de 22" #£ O(2")
27+l = 2. 92" ahonnan az elsé trivialis.
Tfh 22" = O(2"). Ekkor n > ng esetén 22" < ¢ - 2", ahonnan egy osztéssal 2" < c. Ez
nyilvanval6an nem lehetséges.

(d) max(f(n),g(n)) =0O(f(n)+g(n)) (f(n),9(n)>0)
max(f(n),g(n)) < f(n)+ g(n), ezért O trivialisan adodik. max(f(n), g(n)) > w =
¢ (f(n)+ g(n)), ahonnan Q adodik.

19. Igaz-e, hogy
(a) ha f = 0O(g) és g = O(h), akkor f = O(h)
f<cr-g<cs-(cg-h)=c-h(n>max(nsn,) esetén), tehat igaz.
(b) ha f =Q(g) és g = Q(h), akkor f = Q(h)
f>cr-g>cs-(cg-h)=c-h(n>max(ngn,) esetén), tehat igaz.
20. Tudjuk, hogy f(x) = O(h(x)) és g(x) = O(h(x)). Igaz-e, hogy
(a) ha h(z) = 3z, akkor f(g(z)) = O(h(z))
x> max(nyg,ng) esetén f(g(x)) <cy-3¢g(x) <cf-3-¢,-3x < d3x = h(x).
(b) f(g(x)) = O(h(x)) Vh fiiggvényre
Ellenpélda: f(z) = 22, g(z) = 23, h(z) = z*, ebbél f(g(x)) = (2*)? = 5. Latszik, hogy a
feltétel teljesiil, viszont 8 # O(x*).

21. Az alabbi fiiggvényeket rendezziik olyan sorozatba, hogy ha f; utian koézvetleniil f;
kovetkezik a sorban, akkor f;(n) = O(f;(n)) teljesiiljon!

fi(n) =8n®, fo(n) =5v/n +1000n, fs(n) =2°5"  fi(n) = 2008n?logn

fo=0(f1) = O(f1) = O(f3). Ez harom szamolas, nem irom le. Amit bizonyitas nélkiil fel lehet
hozzéa hasznalni: logn < ¢-/n.

22. Az A algoritmusrél azt tudjuk, hogy n hosszti bemeneteken a lépésszama O(n?).
Lehetséges-e, hogy

(a) Vn hosszt bemeneten O(n) lépést hasznal?
Természetesen, hiszen a definiciénak nem mond ellent.

(b) 3z, hogy az x bemeneten az algoritmus lépésszama 10|z|? log |z| — 800 (ahol |z|
az r bemenet hosszat jeloli)?
Természetesen, hiszen ha x < ng, akkor barmi lehet.



23. [Vizsga: 2007. junius 19.] Az alabbi fiiggvényeket rendezze olyan sorozatba, hogy
ha f; utan kézvetleniil f; kovetkezik a sorban, akkor f;(n) = O(f;(n)) teljesiiljon!

fin) =2%0m =200 fy(n) = 20070°,  f3(n) = 3™

Megsejtjiik, hogy fa(n) = O(f3(n)) = O(f1(n)). Most bebizonyitjuk, definici6 szerint.

fa(n) = O(f3(n)): 3¢ > 0,n9 > 0, hogy Vn > ny 2007n® < ¢(3%"). Ezt atalakitva, kons-
tanst hozzavéve c-hez n3 < ¢ - 27", aminek az igazsagat mar nem kell bizonyitani, trivialisnak
tekinthetd.

f3(n) = O(fi(n)): 3¢ > 0,ny > 0, hogy ¥n > ny 33" < ¢(2'9" — 250) [rhatjuk, hogy 3°" <
2597259 — 1) és mondjuk logaritmust vonva nlog27 < ¢ + nlog2® + log(2°° — 1) = ¢ +
50n + log(2°° — 1). A kifejtetlen tag biztos pozitiv, igy ez biztosan igaz barmely n > 0 és ¢ > 0
esetén.

Szdamolds nélkil, nem definicio szerint nem lehet max. pontot kapni!

24. [Vizsga: 2007. janius 12.] Egy A algoritmusrdl azt tudjuk, hogy n hossztt bemeneteken a
lépésszama O(nlogn). Lehetséges-e, hogy

(a) van olyan r bemenet, amin a lépésszama |z|3?
Természetesen lehet ilyen, pl. ha |z| < ny.

(b) minden x bemeneten legfeljebb 2007|z| lépést hasznal?
Lehet, hiszen 2007|x| = O(|z|) = O(|x|log |x|).

(Szokéas szerint |z| az x sz6 hosszat jeloli.)

25. [Vizsga: 2007. junius 5.] Jeldlje egy algoritmus maximalis 1épésszamat az n hosszi
bemeneteken L(n). Azt tudjuk, hogy minden n = 2k > 4 paros szamra L(2k) <
L(2k — 2) + 1 teljesiil, és hogy L(4) = 10. Ko6vetkezik-e ebbdl, hogy az algoritmus
lépésszama O(n)?

Nem kovetkezik, hiszen a paratlan n-ekrsl semmit sem tudunk, ott lehet akar 27 is.

26. Jeloljiik T'(n)-nel egy algoritmus legnagyobb lehetséges lépésszamat az n méreti
inputokon. Tudjuk, hogy T'(n) < 10, ha n <5 és T(n) < T(n—1)+n/3, ha n > b.
Ekkor mit tudunk mondani T'(n) = O(n), T(n) = O(n?) és T(n) = O(n®) egyenldségek
helyességérdl?

A favagd” megoldas:

T(n) < T(n—1)+%§T(n—2)+g+ngl
< e STE 4 S (-1 bt (1= (- 6))
- T(5)+%(iz’—(1+2+3+4+5)):T(5)+n(nT+1)—5
< 10—5+@:5+@

Innen egyszert bizonyitani O(n?)-et, ahonnan O(n?) is rogton adodik. O(n)-r6l nem tudunk
semmit, nincs kizarva, de nem is bizonyithato (Vigyazat! Ha < helyett = lenne, akkor mar nem
ez lenne a helyzet!).

Az elegans” megoldas (Vigyazat! Sok veszély!):
O(n?)-et bizonyitjuk. ng = 5-re és ¢ = 1-re igaz, mert T'(5) < 10 < 1- 5% = 25. Indukciéval tfh
valamilyen n >= 5-re igaz (azaz T'(n) < c-n? =1-n?), belatando, hogy n + 1-re is.

n—+1 n—+1

< cn?+ = 1-n*+ < nndl < n?+2n+1 = (n+1)? = c-(n+1)?,

T(n+1) < T(n)+

n+1
3



pont amit bizonyitani akartunk. Figyelem! Itt a konstanst rogziteni kell el6re, nem banhatunk
vele olyan lazan, mint a normal bizonyitasoknal! Végig ugyanaz a ¢ szerepel (jelen esetben
1-re rogzitve, mas feladatnal lehet méas). Az egyszertiséget az adta, hogy fels becsléseket siméan
adhatunk (n helyett 2n-t frunk, stb.). Ezzel viszont pl. O(n)-t akkor sem lehetne ilyen siman
kizarni, ha T'(n) definicioban < helyett = lenne.



