Algel XI. gyakorlat

P'NP

2011. Aprilis 18.

1. Lassuk be, hogy az alabbi problémak NP-beliek! Melyekrsl tudjuk megmondani, hogy coNP-ben
vannak? Melyekrél, hogy P-ben?

(a) Ly = {(G,k) | G graf kiszinezhets k szinnel}
Tant: megfeleld szinezés. Méret: kn, ami polinomialis az input méretében. Ellendrzés:
paronként a pontokat, O(n?), ami polinomidlis. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem
tudunk mit mondani.

(b) Ly = {(G, k) | G paros gratban van k élbsl allo parositas}
Tant: ilyen parositas. Méret: O(n), ellenérzés O(n), tehat jo. (Egyébként pl magyar modsze
polinom idejt, ezért ez P-ben van, igy értelemszertien colN P-ben is.)

(¢) Ly ={G | G iranyitatlan grafban van Euler-kor}
Tant: egy ilyen kor, ez j6 mert blabla. Amuagy P-beli. coN P-beliségre szemléletes tant
egy ptlan fokszamt pont (+6f ellendrzése).

(d) Ly ={(G, k) | G iranyitatlan grafban van k fliggetlen pont}
Tant: k fiiggetlen pont, ez j6 mert blabla. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem tudunk
mit mondani.

(e) Ly = {G | G iranyitatlan graf, van benne pontosan 100 élbsl allo kor}
Tant: egy ilyen kor, ez jo mert blabla. Egyébként P-beli, mert a kor legfeljebb O(#@)
féleképpen allhat els, ami O(n'00) (ha minden lehetséges pontsorrendet megvizsgalunk).
(f) Le = {(G, k) | G irdnyitatlan graf, van benne legalabb k élbdl allo kor}
Tanti: egy ilyen kor, ez jo mert blabla. P-beliségrsl vagy coN P-beliségrél nem tudunk mit
mondani. (n* nem polinomialis, ha k az input része!)

k
(2) L7:{(31,32,...,sn,b) | Vi s;,0€ Z7; 351, ..., i (1§k§n):23jl:b}
I=1

Ez a részhalmazosszeg probléma, szépen megfogalmazva. Tant: egy jo indexhalmaz, azaz
egy megfelel§ részhalmaz, ez jo6 mert blabla. P-beliségrél vagy coN P-beliségrél nem tu-
dunk mit mondani.

2. Adjunk Karp-redukciét a 3-SZIN nyelvrél a 4-SZIN nyelvre!

Adott G graf, amirdl el kell donteni, hogy szinezhetd-e 3 szinnel. Ezt kell visszavezetni 4 szinnel
szinezésre. Vegylink fel egy 0j pontot (v), ezt kossiik hozzé az 6sszes G-beli ponthoz. Legyen
ez a graf G'. Allitas: G € 3SZIN < G’ € 4SZIN. G € 3SZIN = G’ € 4SZIN: vegyiik
G egy 3 szinnel szinezését, és adjuk v-nek a negyedik szint G’-ben. Ez a szinezés jo lesz.
G €4SZIN = G € 3SZIN: vegyiikk G' egy 4 szinnel szinezését. Ekkor v szine kiilonbozik az
Osszes cstucs szinétdl, igy a tobbi cstics pont G egy jo 3 szinnel szinezése szerint van szinezve.
Az atalakitas polinomialis.

3. Bizonyitsuk be, hogy P-beli az olyan négy szinnel szinezhets G grafokbdl allé nyelv,
melyekre igaz, hogy (G cstuicsai kiszinezhetSk a piros, zold, sarga, kék szinekkel tugy,
hogy pontosan egy cstics legyen piros és pontosan két csics legyen kék!

A piros és kék szineket legfeljebb n("gl) féle modon oszthatjuk ki, ami pplinomiélis. Minden
kiosztashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami P-beli feladat. Igy polinomszor kell
egy polinom koltségi algoritmust futtatni, ami polinom idében megy.

4. [Vizsga: 2007. majus 29.] A G iranyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy
s(z) sily. Célunk, hogy olyan feszitéfat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez
tartozo sulyok Osszege minimalis. Fogalmazza meg a feladathoz tartozé nyelvet és



vagy lassa be réla, hogy P-ben van vagy azt, hogy N P-teljes.
A nyelv:

L ={(G,k) | G iranyitatlan cstcsstlyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélstlyu feszitofa}

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy jo tant egy ilyen feszittfa (ellendrzés polinom idében megy,
a mérete is polinom). Adunk egy H-ut< L Karp-redukciot. Ha egy G grafban Hamilton-utat
keresiink, akkor minden cstucshoz rendeljiink 1 stlyt, és az igy keletkezett G grafban keressiink
legfeljebb 2 levélstlyu feszitofat! Allitas: G € H —ut < (G',2) € L. G € H—ut = (G',2) € L:
G egy Hamilton-utja pont egy két leveld, 2 sulyu feszitéfa G’-ben. (G',2) € L = G € H — ut:
egy ilyen feszit6fanak pontosan 2 levele kell, hogy legyen (ha tobb lenne, nagyobb lenne a
stlya, egy faban pedig mindig van legalabb 2 levél). Ez pedig pont egy olyan utat jelent, ami
tartalmazza a graf Gsszes cstcsat, tehat G egy Hamilton-utjat. A csticsoknak stlyt adni lehet
polinom idé&ben.

. Bizonyitsuk be a kovetkezd problémarol, hogy N P-teljes, vagy azt, hogy P-beli!
L = {G | G iranyitatlan teljes graf, amiben van Hamilton-kor}

P-beli, mert polinom idében ellendrizhetjiik, hogy teljes-e a graf. Ha nem, akkor a valasz nem,
ha pedig igen, akkor mindenképp van benne Hamilton-kor, igy a valasz igen.

. Tegyiik fel, hogy van egy olyan F eljarasunk, ami egy input G grafra és k szamra 1
lépés alatt megmondja, hogy van-e G-ben legalabb ik méretii fiiggetlen ponthalmaz.
Tervezziink olyan algoritmust, ami polinomidében

(a) meghatarozza «o(G)-t!
Van-e benne 1 ftln pont? Ha igen, van-e benne 27 Ha igen, van-e benne 37 Az els6 NEM
valasznal (mondjuk k)-nal tudjuk, hogy a(G) = k — 1. Lépésszam O(n) a feltételezés
miatt. Lehet binaris kereséssel is, igy a lépésszam O(logn).

(b) talal egy «o(G) méreti fiiggetlen ponthalmazt!

Meghatarozzuk a(G)-t mondjuk O(logn) idében. Valasztunk egy pontot, kitoérdljik a
grafbol, és megkérdezziik a maradékrol, hogy van-e benne a(G) fiiggetlen pont. Ha igen,
akkor az adott pont nem lehetett egy max. ftln ponthalmaz része, hiszen ekkor 1étezne a
grafban «(G) + 1 fiiggetlen pont. Ha nem, akkor pedig biztos egy max. ftln halmazbeli
pontot toroltiink. Ugyanezt megcesinaljuk az Osszes tobbi pontra is dgy, hogy a torolt
pontokat nem allitjuk vissza. Ha megvan «(G) pont, akkor kész vagyunk, és legfeljebb
O(n) lépésszamunk van (a feltételezés figyelembevételével).

. [Vizsga: 2008. junius 10.] Tegyiik fel, hogy P # NP. Az alabbi feltételek koziil
melyikbdél kovetkezik és melyikb6l nem kovetkezik hogy az X eldontési probléma
nem P-beli?

(a) Egy N P-teljes Y problémara X Karp-redukalhaté. Ez nem mond semmit X-rél,
hiszen P C NP, és minden N P-beli visszavezethets tetszdleges N P-teljesre.

(b) Egy N P-teljes Y probléma Karp-redukalhaté X-re. Ekkor X N P-nehéz, ami X € P
esetén P = N P-t jelente, amit feltettiink hogy nem igy van. Igy X nem P-beli.

(c) az X probléma N P-beli. Ett6l még lehet P-ben is, hiszen P C N P.

. Mi az alabbi problémak bonyolultsaga, ha az input egy G(V, E) graf (|V| =n, |E| =
e)? Természetesen bizonyitsuk is be!

(a) Van-e G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf? P-beli, az Osszes lehetséges
részgraf O((1y)) = O(n').
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(b) Van-e G-ben legalabb n/100 hosszusagna kor?
N P-teljes, tant egy ilyen kor (poli ell, poli méret), valamint van H-korrél Karp-redukeio
(99n izolalt pont).

(c) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 2?7 Ez a
H-ut.

(d) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 37 N P-
teljes, tant egy ilyen feszfa, valamint el6z6t erre vissza lehet vezetni (minden ponthoz egy
els6foku pont).

Bizonyitsuk be, hogy a leghosszabb it meghatarozasa egy iranyitott, élsilyozott G
grafban N P-teljes! (Pontosabban az ehhez tartozo6 eldéntési probléma.) Masképpen:
bizonyitsuk be, hogy

L ={(G,k) | G iranyitott, élsiulyozott graf, van benne legalabb £ silya at}

N P-teljes!

N P-beliség: tanu egy ilyen 1ut, méret O(n), ellenérzés O(n), tehat polinomialis. N P-nehézség:
a H-ut probléméat fogjuk ra visszavezetni (H-ut < L). A G grafbol, amiben H-utat kell keresni,
csindlunk egy stlyozott grafot, minden élsulyt 1-re allitunk, és legalabb n — 1 silyu at 1étezését
kérdezziik (ez a graf legyen G'). Egyik irdny: ha van G-ben H-ut, akkor G’-ben van legaldbb
n — 1 salya ut, mert a G-beli H-ut pont ilyen G’-ben. Mésik irdny: ha van G’-ben legalabb
n — 1 salya at, akkor ez az 1 sulyok miatt legalabb n — 1 élbél all, tehat minden cstcson
keresztiilmegy, vagyis ez pont egy H-ut G-ben. Az atalakitas trivialisan polinomialis.

[Vizsga: 2007. janius 12.] Tudjuk, hogy a sikgrafokbél 4ll6 nyelv P-ben van. Legyen
a SIK-MAXKLIKK nyelv a kévetkezs:

{(G,k) | G egy sikgraf, amiben van k pontu klikk}

Mutassa meg, hogy ez a nyelv NP-teljes, vagy mutassa meg, hogy a nyelv P-ben
van.

P-beli. Elsszor ellendrizziik a sikgrafsagot (polinom). Ha nem, akkor nincs a nyelvben. Ha igen,
és k > 4, akkor szintén nem, hiszen K5 biztos nincs benne. Egyébként legfeljebb O((7})) = O(n?)
lehetGséget kell végignézni.

[Vizsga: 2009. majus 28.] P-beli vagy N P-teljes az alabbi probléma? Adott egy
G = (V,E) iranyitatlan graf és az a kérdés, hogy van-e olyan C kor a grafban,
melyhez minden v ¢ C' csticsbél vezet él.

N P-teljes. N P-beliség: tanu egy ilyen kor, mérete O(n), ellendrzés szintén polinomialis. N P-
nehézség: H < L visszavezetést csindlunk. G grafrol kérdés, hogy van-e benne H-kor. Csindlunk
egy G’ grafot ugy, hogy G minden csiicsahoz felvesziink egy 1j csticsot, ami kizardlag a sajat
parjaval van Osszekotve, és G’'-r6l kérdezziik meg, hogy van-e benne ilyen C' kor. Helyesség:
egyik irany: ha G-ben van H-kor, akkor ez egy jo C kor G'-ben, hiszen az extra pontok koziil
mindegyik kapcsolodik hozza, az 6sszes tobbi pedig a korben van. Méasik irany: ha van ilyen
C kor G'-ben, akkor az Osszes extra elséfoku pontnak kapcsolddnia kell hozza, tovabba ezek a
pontok nyilvan nem lehetnek benne. Vagyis a kor pont az 0sszes G-beli ponton megy at, azaz
ez G-nek egy H-kore. Az atalakitas n él és csics felvétele, ami nyilvan polinomialis.

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az arviz t6bb helyen fenyegeti a gatakat, tudjuk, hogy
n kritikus hely van. Ezek koziil az i-ediknél a gat megfelel6 megerdsitéséhez h;
darab homokzsik kell. Ha az erdsités nem torténik meg (vagy csak kevesebb ho-
mokzsakkal), akkor az i-edik helyen k; kart okoz a foly6. Adottak a h; és k; pozitiv
szamok, tovabba a gatak megerdsitéséhez 6sszesen rendelkezésre 4ll6 homokzsakok
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7 szama (Z > 0 egész). Azt szeretnénk meghatarozni, hogy ennyi homokzsakkal ho-
gyan tudjuk a kart minimalizalni, ha feltessziik, hogy a meg nem erdésitett pontokon
keletkez6 karok osszeadddnak.

Fogalmazza meg a feladatot eldontési problémaként és vagy adjon ra polinomialis
algoritmust vagy igazolja, hogy a probléma NP-teljes!

7=1h1,..., b, k1, ... kn, Z, K|Vhi, k; > 0; Z € Z77; Jzsdkkiosztas, hogy a megelzott kir > K}

Erdemes észrevenni, hogy nem a kar minimalizalasa felsl kozelitjiikk meg a probléméat, hanem a
megel6zott kar maximalizalasa fel6l. Ez a probléma N P-teljes. N P-beli, mert j6 tant egy zsak-
kiosztas, mérete, ellendérzése polinomialis. N P-nehéz, HATIZSAK < 7 visszavezetést tudunk
trivialisan csindlni: ha adott egy hatizsak feladat, akkor s; suly legyen az arvizes problémaban
h;, c; érték legyen k;, az S sulykorlat legyen a Z zsdkkorlat, a legalabb elérends C' érték pedig
a legaldabb megel6zendd K kar. A helyesség és a visszavezetés polinomiélissaga trivialis.

[Vizsga: 2010. majus 27.] Az X probléma bemenete egy binarisan felirt N > 0 egész
szam, és akkor lesz a valasz igen, ha N nem 2-hatvany. Az Y probléma bemenete
egy G egyszeru graf, és akkor lesz a valasz igen, ha G cstcsainak szinezéséhez 3-néal
tobb szin kell. Ha feltessziik, hogy P # NP, akkor van-e X < VY, illetve YV < X
Karp-redukcio?

X € P, hiszen a binéris felirdsban a 2-hatvanysagot trivialis ellendrzni (pontosan 1 darab 1-es
érték lehet). Y probléma a 3SZIN komplementere, igy coN P-teljes. X < Y biztosan van, hiszen
egy coN P-teljes problémara barmely coN P-beli, igy barmely P-beli visszavezethets (P =
coP C coNP). Ha létezne Y < X visszavezetés, akkor P = coN P lenne, amibdl kévetkezne
P = NP, ez pedig ellentmond a feltevésnek, tehat ilyen nem lehet.

[Vizsga: 2010. janius 17.] Az X probléméaban adott egy G dag és egy k pozitiv
egész szam, a kérdés, hogy van-e G-ben legalabb k éli ut. Igaz-e, hogy X < 3SZIN,
illetve, hogy 3SZIN < X?

X € P, hiszen mint tudjuk, DAG-ban a leghosszabb 1t keresése polinomialis. 3SZIN ismerten
N P-teljes. Az N P-teljesség definicibja miatt X < 3SZIN biztos létezik (barmely N P-beli
visszavezethets barmely N P-teljesre, valamint P C N P). Ha létezne 3SZIN < X, akkor minden
N P-beli probléma polinom lépésben megoldhaté lenne, igy P = NP lenne, ami ellentmond a
feltételiinknek, vagyis ez nem lehetséges.

[Vizsga: 2007. janius 12.] Igazolja, hogy ha a 3SZIN nyelv benne van coN P-ben,
akkor NP = coNP.

A Karp-redukcio helyessége nem fiigg az igen vagy nem valasztol (acsa feltétel van benne).
Ha egy N P-belire NEM a valasz, akkor ezt visszavezetjiik 3SZIN-re, a visszavezetett probléma
NEM viélaszara van megfelel tant (mert a feltétel szerint 3SZIN € coN P), tehat ez az adott
N P-beli probléma NEM vélaszéra is tant, tehat ez is coN P-beli. Vagyis NP C coN P, hiszen
fentiek minden N P-belire igazak. Hasonl6 gondolatmenettel beldthato, hogy coNP C NP. A
kettsbdl pedig kévetkezeik, hogy NP = coNP.



