Algel VIII. gyakorlat

Triikkosebb fak

2009. marcius 31./aprilis 2.
Piros-fekete fak

e minden nem levél(=belss) csicsnak két fia van

clemeket a belsd cstucsokban tarolunk (levélben nem)

teljesiil a kereséfa-tulajdonsag

a fa minden csiicsa piros vagy fekete

a gyokér fekete

a levelek feketék

e piros csics mindkét gyereke fekete

e minden v cslicsra igaz, hogy az 0sszes v-bdl levélbe vezetd titon ugyanannyi fekete cstics van.
Tételek:

1. Egy piros-fekete fa minden v csticsara teljesiil, hogy

2. Egy piros-fekete faban az F, részfa bels6 cstucsainak szama legalabb 2/™() — 1,

3. Ha egy piros-fekete faban n elemet tarolunk, akkor a fa magassaga legfeljebb 2log(n + 1).

2-3 fak, B-fak

e az elemeket a levelekben taroljuk, balrél jobbra névekvs sorrendben, egy levél egy elemet (re-
kordot) tartalmaz

e a belsd csiicsokban csak kulcsokat és mutatokat tarolunk, minden csicsnak legalabb 2, legfeljebb
3 fia van (B,,-fiknal [F] ill. m, kivéve a gyokér, ahol a trivialis esetet leszamitva legalabb 2
fianak kell lenni)

e a fa levelei a gyokértdl egyforma tavolsagra vannak

Tételek:
1. Ha egy 2-3 fanak [ szintje van, akkor a levelek szama legalabb 2/-1.

2. Ha egy 2-3 fdban n elemet tarolunk, akkor a szintjeinek széma legfeljebb
logyn + 1.

3. Ha egy B,,-faban n elemet tarolunk, akkor a szintjeinek szama legfeljebb

logon —1

— + 2.
log, [51



Feladatok

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Epitsiink piros-fekete fat a kovetkezs sorrendben érkezé kulesokkal: 7,8, 2, 10, 5, 6!

Epitsiink 2-3 fat a kovetkezd elemekbdl, ebben a sorrendben: D, B, E, A, C, F, G! Ezutan
toroljik D-t és B-t!

(a) Lehet-e tetsz6leges (adott) kuleshalmaz esetén olyan piros-fekete fat épiteni, hogy az azo-
nos szinten 1évé elemek azonos szintiek legyenek?
(b) Van-e olyan piros-fekete fa, ami nem igy néz ki?

Hatéarozzuk meg a (levelek nélkiil) 8 magassagu piros-fekete fak minimaélis, illetve maximalis
csucsszamat!

Egy 2-3 fanak 10° levele van. Mekkora a szintjeinek minimalis, ill. maximalis szama? Es ha By
fat hasznalnank?

. Adott egy n pontt piros-fekete fa. Adjunk egy O(n) lépésszamu algoritmust az 1,2, ..., n szé-

mok egy olyan sorrendjének meghatarozaséara, amely esetén a piros-fekete fa épité algoritmusa
a megadott fat hozza létre, mégpedig forgatas nélkiil!

. Az [1,178] intervallum Osszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gyokérben

két kulcs van, és ezek koziil az els§ 17. Mi lehet a masodik? Miért?

. Az S} és S5 kulcshalmazokat kiegészitett 2-3 fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-3 fatol annyiban

kiilonbo6znek csak, hogy minden csiicsban nyilvan van tartva az onnan indulé részfa magasséaga.
Tudjuk tovabba, hogy az Si-beli kulcsok mind kisebbek, mint az Ss-beliek. Javasoljunk haté-
kony algoritmust a két fa egyesitésére!

. [ZH: 2007. aprilis 27.] Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsag

megsértése nélkiil

(a) néhany fekete csucsot atvaltoztathatunk pirosra?

(b) valamelyik (csak egy) fekete cstcsot atvaltoztathatjuk pirosra?
(Mést nem véltoztatunk a fan.)

[Vizsga: 2007. janius 5.] Adott egy n cstcsu és egy k cstucsu piros-fekete fa. A két faban
tarolt Osszes elembdl O(n + k) lépésben készitsen rendezett tombot.

[ZH: 2004. marcius 29.] Egy kezdetben iires 2-3 faba az 1,2, ..., n szamokat szurtuk be ebben
a sorrendben. Bizonyitsa be, hogy a keletkezett faban a harmadfoki csicsok szama O(logn).

[ZH: 2003. marcius 31.] Egy 2-3 faba egyméas utan 1000 1j elemet illesztettiink be. Mutassa
meg, hogy ha ennek soran egyszer sem kellett csiicsot szétvagni, akkor a beillesztések sorozata
el6tt mar legaldbb 2000 elemet taroltunk a faban.

Egy faban az = cstcs sulya legyen z leszarmazottainak szama. Egy binaris fat szigortian biné-
risnak mondunk, ha a levelek kivételével minden cstcsnak pontosan 2 fia van. Tegytik fel, hogy
egy szigortian binaris fa minden x csticséara fennall, hogy

1 suly(bal

L silyal(e) _,

2 saly(jobb(x))
Bizonyitsuk be, hogy ez csakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a cstcsok szama
28 — 1. (Ez nem kifejezetten keresdfdzds feladat, de tigy dltaldban érdekes.)



