Algel XII. gyakorlat

Feszitsiink grafokat, olcsén!

2009. aprilis 28/30.

1.

Bizonyitsuk be, hogy a piros-kék algoritmus akkor is helyesen miikodik, ha egy
feszit6fa koltségét az élstulyok Gsszege helyett az élsilyok maximumaval definialjuk!
(Fontos! Ez az allitas vizsgan bizonyitas nélkiil is felhasznalhato!)

A piros-kék algoritmus helyességének bizonyitasaban ezzel a célfiiggvénnyel is minden allitas
érvényes lesz.

. Legyen adva egy (egyszerii, iranyitatlan, Gsszefiiggs) n csticsa G graf éllistaval,

az élek stilyozasaval egyiitt. Tegyiik fel, hogy a G-bdél a v, cstcs, valamint a v;-re
illeszkedd élek elhagyasaval keletkezG G’ graf még mindig Gsszefiiggd, és adott a G’
egy minimalis koltségi feszit6faja. Adjunk O(nlogn) futasi ideji algoritmust a G
graf egy minimalis koltségii feszit6fajanak elkészitésére!

A piros-kék algoritmus a G’-ben pirosra szinezett éleket G-ben is pirosra szinezné (a kékeket
nem biztos!). Ezért elég, ha G’ feszitéfajahoz vessziik hozza vi-et, és ebben a grafban kerestink
minktg feszfat. Ez Prim vagy Kruskal algoritmussal éllistas megadasban O(|E|log | E|), és ebben
az esetben legfeljebb n — 1 4+ n éliink van (feszitéfa és 4j élek), igy a koltség O(nlogn) lesz.

[Vizsga: 2008. junius 3.] Ellistaval adott a G = (V, E) egyszerti, Osszefiiggs graf. A
graf élei salyozottak, a salyfiiggvény ¢ : £ — {—1,1}. Adjon algoritmust, ami G-
ben O(|V|+ |E]|) lépésben meghatarozza, hogy mennyi a minimalis silya egy olyan
részgrafnak, ami G minden pontjat tartalmazza és 6sszefiiggé.

A keresett részgrafba minden —1 sulyu élet be kell valogatni (ha nem tennénk, akkor egy ilyen
¢l bevételével jobbat kapnank). Mostméar csak az Osszefiigg@séget kell biztositani. Bejarassal
hatarozzuk meg a —1 silyu élek altal feszitett részgraf komponenseinek szamét, ez legyen k.
Ekkor a suly Zs(e):q —14k—1, hiszen a komponenseket k—1 1 sulyt éllel kell és elég 6sszekotni
(ennyi elég és lehetséges G 6f miatt; ha kevesebb, akkor meg marad kiilon komponens). A
lépészam a bejarasé: O(|V |+ |E|).

[Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy egyszerii, Osszefiiggs, stulyozott ira-
nyitatlan G = (V, F) graf amiben nincs két egyforma salya él. Adjon O(|V| - |E])
lépésszamn algoritmust, ami megadja a grafban a masodik legkisebb sulyt feszité-
fat.

Véazlatosan: a legkisebb sulya feszitéfatol a kiillonbozé élstlyok miatt pontosan egy élben fog
eltérni (ezt meg kell indokolni!). Igy keresiink egy feszitsfat, és abbol egyenként az dsszes (n—1)
élet kék helyett pirosra szinezziik, és keresiink egy kék élet. A kapott n — 1 érték koziil a legki-
sebbet vessziik. Lépésszam: O(|E|log |E|+ |V|- |E|) = O(|V|-|E|), feszfakeresés és utana n— 1
kék szabély.

[Vizsga: 2007. junius 5.] Utépitéskor a kdrnyéken sok helyen felszedték a jardat. Az
épitSk 1-t8l n-ig megszamoztik a fontos pontokat (kapualj, atkeresztezGdés, stb.).
A kornyék allapotat két n x n tablazat irja le. A J tablazatban J[i,j| = 1, ha az i és
7 pontok az utcan szomszédosak és megmaradt az ezeket 6sszekotd részen a jarda,
egyébként az érték 0. A P tablazat az ideiglenesen elhelyezhet pallokat irja le: ha az
i és j pontok GsszekothetSek egy palloval, akkor PJi, j| ennek a pallonak a koltsége.
Amennyiben a két pont nem kotheté G6ssze egy palléval, akkor a tablazatban x
szerepel. (Minden pall6 pontosan két pontot érint.) Szeretnénk biztositani, hogy
mindenhonnan mindenhova el tudjunk jutni (hol jardan hol pallén haladva). Az
épitsk célja, hogy ugy valasszak meg a pallék helyét, hogy minél kevesebb pallét
kelljen hasznalniuk, és ezen beliil a pallok értékeinek 6sszege minimalis legyen. Irjon
le egy algoritmust, ami O(n?) 1épésben javasol egy ilyen elhelyezést. (Egy pontra



tetszdlegesen sok pallo illeszkedhet, és a gyalogosok az egy pontra illeszkedd pallok
barmelyikérdl barmelyikére at tudnak lépni.)
ElGszor megmaradt jardakat hasznalva 6f kompnensek keresés, majd a komponensek k6zott
min ktg feszfa. Helyesség és 1épésszam bizonyitando!

. [Vizsga: 2005. junius 23.] Iranyitatlan graf tarolasara adjon meg egy adatszerkezetet
az alabbi miiveletekkel:

UJCSUCS(v): a grafhoz hozzaad egy 1j csticsot;

UJEL(u,v): a mar létezs u és v csticsok kozé felvesz egy élet;

VANUT(u,v): igen értéket ad vissza, ha vezet az u és v csticsok kozott tt, egyébként
pedig nem értéket.

Ha a tarolt grafnak n csticsa van, akkor mindharom miivelet 1épésszama legyen
O(logn).

Gyakorlatilag UNIO-HOLVAN. Azért indokolni és lépésszamokat szamolni nem art.



