Algel X. gyakorlat

Most mar mélységében is bejarjuk a grafokat, és DAG!
2009. aprilis 14/16.

4.

A G(V,E) Osszefiiggs, iranyitott graf minden éle az 1,2,...k szamok valmelyikével
van silyozva. Egy 1t értéke legyen az tton talalhaté élek siilyainak maximuma.
Adjunk O(|E|logk) futasideji algoritmust az adott =,y € V csticsok kozti legkisebb
sulyt at értékének meghatarozasara!

Adott ¢ szamra meg tudjuk nézni, hogy = és y csiics kozott van-e legfeljebb i silya at, azaz az
i-nél nem nagyobb stlyu élek kihagyéasaval x és y egy komponensben van-e. A legkisebb olyan
1 szam, amire x és y egy komponensben vannak, pont a minimalis silya at silya. Mivel csak
1,..., k kozotti élsulyaink vannak, binaris kereséssel meg tudjuk keresni a megfelels i-t. A kom-
ponensbe tartozas ellenérzése mehet bejarassal, ami O(|E| 4 |V|), viszont itt az OsszefiiggGség
miatt |V| = O(|E|). Osszesen tehat a lépésszam O(|E|logk).

[ZH: 2007. aprilis 27.] Tekintsiik az olyan G iranyitott grafokat, amelyekben ha
eltekintiink az élek iranyitasatol, akkor a kapott iranyitatlan G’ graf osszefiiggd.
A G graf egy mélységi bejarasanal maximalisan hany olyan cstics lehet, amelyre a
mélységi és a befejezési szam megegyezik?

n, ilyen példaul egy iranyitott 1t, ahol pont az irdnnyal ellentétesen vessziik a csticsokat. Tobb
nem lehet, hiszen n csticsa van a grafnak.

[ZH: 2007. aprilis 27.] Az n x n méreti tabla minden mezdjére egy pozitiv egész
szam van irva, az i-edik soranak j-edik elemére A[i,j], ahol 0 < i,j < n. Feladat,
hogy az els6 oszlopbdl eljussunk az utolsé oszlopba gy, hogy egy lépésben mindig
a kovetkezd oszlopba lépiink, és azon beliil, ha az i-edik sorban voltunk, akkor a
kévetkezd 1épésben vagy az (i — 1) (mod n), vagy az i, vagy az (i + 1) (mod n) szamu
sorba keriilhetiink. Adjon O(n?) lépésszamu algoritmust, ami meghatarozza, hogy
az els6 oszlop melyik elemébél induljunk, ha azt akarjuk, hogy a bejart mez6kon
16v6 szamok 6sszege minimalis legyen (az utols6 oszlop barmelyik mezdje lehet az
utols6 olyan mezd, amire ralépiink).

A tabla mez6it vessziik egy graf csicsainak, az élek a megengedett 1épéseket jelolik, silyuk a
mez§ silya, ahonnan indulnak. Legyen egy forras, ami az Osszes elsé oszlopbelihez hozza van
kotve 0 sillyal, és egy nyels, amibe az utolsé oszlopbdl vezetnek élek. Igy egy megengedett
lépkedés pont egy ttnak fog megfelelni a grafban a forrastol a nyelgig. A graf DAG, a lépések
definicidja miatt. |V| = O(n?), |E| = O(n?) (minden cstcsbol legfeljebb 3 él indul, a forrasbol
pedig n db), igy a legkisebb Gsszegi lépkedés pont egy legrévidebb ut a forrasbol a nyelGbe,
ami O(|V| + |E|) = O(n?) lépésben megvan.

. [Vizsga: 2008. majus 27.] Ellistaval adott egy n pontt e éld iranyitott graf. Azt

szeretnénk tudni, hogy van-e benne olyan minden pontot tartalmazoé részgraf, ami
egy, a gyokerétsl a levelek felé iranyitott fa. Adjon O(ne + n?) 1épésszamiu algorit-
must, ami ha van, talal egy ilyen részgrafot.

Minden csiicsbol egy mélységi bejarassal ellenérizziik, hogy ilyen-e. Ha talalunk, akkor meg-
allunk, ha nem, akkor pedig nem is lehet (kiilonben valamelyik bejaras megadta volna). Ez
osszesen O(n(n + €)) = O(ne + n?).

[Vizsga: 2007. janius 12.] Egy szamitogéphalozatban n szamitégép van. Minden
olyan eseményt, hogy az i-edik gép tizenetet kiild a j-ediknek (i, j,t) formaban fel-
jegyeziink, ahol a t egész szam az iizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban
a t idépontban egy gép tobb gépnek is kiildhet iizenetet. Ha a ¢t id6pontban az -
edik gép virusos volt, akkor egy (i, j,t) lizenet hatasara a j-edik gép mefert6z6dhet,
ami azt jelenti, hogy a t + 1 idéponttdl kezdve mar a j-edik gép is virusos lehet.



11.

Legyen adott az (i,j,t) harmasoknak egy m hosszu listaja, valamint z,y és ty < 3
egész szamok. Azt kell eldonteniink, hogy ha az z-edik gép a t; id6pontban virusos
volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t; id6pontban virusos. Adjon algoritmust,
ami ezt a kérdést O((t; — to)n + m) lépés utan megvalaszolja.

Vegyiink fel egy grafot, cstcsai a szamitogépek minden idépillanatban t, és t; kozott, élei (ira-
nyitottak) az tizenetek. Vegytink fel még éleket az ugyanahhoz a géphez tartozo szomszédos
idépontok kozott is elérefele! Ebben a grafban az x géppel pontosan azok vannak egy kom-
ponensben, akik lehetnek virusosak (ezt kicsit indokolni kell). Igy 2-bél egy bejarast inditva,
megtalaljuk a kérdéses gépeket. |V| = O(n(t; — to)), |E| = O(n(ty — ty) +m) (sajat élek és
legfeljebb m tizenet), igy a bejaras lépésszama O((t; — to)n + m).

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V| E) iranyitott graf felbonthaté két DAG-ra;
pontosabban az élhalmazanak van olyan Fi, F, particioja (F = E1UE, és EyNE, = (),
hogy a G; = (V, E,) és a Gy = (V, E,) grafok DAG-ok!

Javaslat: indukecié csicsszamra.



