Nagy adathalmazok labor
2018-2019 8szi félév

2018.10.10
1. Maximalis margo
2. Generalizaltsag bevezetes



Féléves terv

o Kiértekelés: cross-validation, bias-variance trade-off

o Supervised learning (discr. €s generative modellek): nearest neighbour,
decision tree (dontési fak), logisztikus regresszio, nem linearis
osztalyozas, neuralis haldzatok, support vector machine, idds osztalyozas
és dynamic time warping

o Linearis, polinomialis €és sokdimenzids regresszio és optimalizalas

o Tree ensembles: AdaBoost, GBM, Random Forest

o Clustering (klaszterezés): k-means, sirlség es hierarchikus modellek

o Principal component analysis (PCA, SVD), collaborative filtering,
ajanlorendszerek

o Anomalia kereses

o Gyakori termekhalmazok

o Szublinearis algoritmusok: streaming, Johnson-Lindenstrauss, count-min
sketch



KovetkezO hetek

Oktober 3: NB, logisztikus regresszio

Oktober 10: generalizacio polinomialis szeparalas, SVM
Oktober 11: LR és SVM ipython

Oktober 17: ANN, MLP

Oktober 24: CNN, RBM

Oktober 25: RNN, LSTM

Oktober 31: nem lesz ora

November 6: VAE, GAN, DBN

November 7: TensorFlow, Keras ipython



Linearis szeparalas

wx+b=0




Logisztikus regresszio

Jobbra balra: Legyen p(x) az elsé osztalyra déntés valoszinlisége és
tegyuk fel, hogy:

ln p(x) ~ .CUT(.U i Wo
— p()
" , 1
Melybdl: p(z | w) = sigm(z |w) =

1+ e—(a:Tw+wo)

Amennyiben a log-likelihood-ra optimalizalunk (tanuléhalmaz
X={x,,..,X;}) €s a mintainkat fiiggetlennek tekintjik:

6’E(w|X): Z 8lnp(:vt|w)+ Z Oln(1 — p(z; | w))

ow; Ow; ow;
¢ zeX(H) L 2, eX () ¢
= E (1— 513t|w 5Etz E p$t|w=’13tz

= Y (= plo | W)

rre{X (), X}



Linearis szeparalhatdsag

Lehetséges-e és ha igen, hogyan a kdvetkezé fuggvényeket
megadni linearis szeparatorral?

- OR
- AND

Keressik meg gradiens modszerrel a kdvetkezd fliggvény
maximumat:

sin(x)



Linearis szeparalhatdsag

Lehetséges-e és ha igen, hogyan a kdvetkezé fuggvényeket
megadni linearis szeparatorral?

- OR
- AND

Keressik meg gradiens modszerrel a kdvetkezd fliggvény
maximumat:

sin(x)

Majd pedig a kdvetkezbét: x*sin(x)



Linearis szeparalhatdsag

Lehetséges-e és ha igen, hogyan a kdvetkezé fuggvényeket
megadni linearis szeparatorral?

- OR
- AND

Keressik meg gradiens modszerrel a kdvetkezd fliggvény
maximumat:

sin(x)

Majd pedig a kdvetkezbét: x*sin(x)
Ha x>-10 és x<10...



F Linearis szeparalhatosag

L ehetseéges-e linearis szeparalot talalni a lenti adathalmazhoz?

Mit is jelent ez szamunkra a linearis osztalyozdk
szempontjabol? De mielbtt ... 27/03/2017



10

Maximalis margo

Definicid: Legyen w (X,y) egy linearis szeparatora. Ebben az
esetben a margo a hipersik és barmely minta x; tavolsaga

WX,

min,
"Iwl

Amennyiben létezik egy idealis megoldas (ahol maximalis a
margo), a perceptron tanulas konvergal.



27/03/2017



Maximalis margo

Egy modell margdja:

T

.|zt wl
pu(X) = min
zeX || w ||

Szeretnénk maximalizalni a margot mikézben
megoldjuk az eredeti problémat, azaz:

w = argmax p,,(X)

w
[ wli

subject to y,x; > 0,V

ahol az osztalycimkeék {-1,+1}

28/02/2017



Maximalis margo

Kihasznalva a szigmoid fliggvény
monotonitasat, a kovetkezé értelmezés is
helyes:

Wk = argmeegcnél)rcl |p(m | w) — 0.5 |

subject to yuz] —— “ > 0,V

vagyis maximalizaljuk a minimum
bizonytalansagot (a valdszinliség és az
elddntetlen tavolsaga)

28/02/2017



Maximalis margo

Definicid szerint (a hipersiktol vett minimum
tavolsag (megengediink egyenléséget!))

T W

y(z ) > P

| w i

a tanuldhalmaz minden (x,y) parjara ->
definialhatunk egy Uj hipersikot

W =
llwl[pw

mely minden (x,y)-ra:

y(z'w') > 1

28/02/2017



Maximalis margo

wx+b=1
wx,+b=1
wx,+b=—1
X-—X ——nl —» X, =X _nl
2 | 20wl

wx, +b=(x,—n—=)w+b=—1
[[wll

27/03/2017
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Maximalis margo

wa+b=1

wa,+b=1

wa,+b=—1

27/03/2017



Maximalis margo

Definicio: egy hipersik margoja a hipersik és barmely minta
minimalis tavolsaga:

CIZTW

w(X) = mi
P X) gg(l\w|

Idedlis megoldas <-> maximalis margd ES j6 cimkézés:

W = argmax p,,(X)
T W
ahol YTy Twl > 0,V

Yy = {—1, —|—1}



A logisztikus regressziohoz hasonlo értelmezes:

w*x = arg meaécgg(l | p(x | w) — 0.5 |

w

1

Maximalis margo (balrol)

ahol — g —
pla | w) = sigm(z | w) = TGy

26/10/2016
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Maximalis margo (balrol)
A vegso (nem soft) optimalizalasunk atformazhato

min,, || w ||?
ahol y,(x] w) > 1,Vt

Yy
A e -

Miert nem lehet kozvetlenu
megoldani?

Megoldas: Lagrange dualis!

Abra: wiki
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em linearisan szeparalhato
| problémak

Lehetséges-e linearis szeparalot talalni a lenti adathalmazhoz?

26/10/2016
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Polinomialis szeparator

Feltetelezesink szerint letezik egy p(x) D-ed foku polinom,
mely p(x)>0 akkor és csak akkor ha x pozitiv cimkeju.

Ha D-ed foku a polinomunk akkor minden (i,,i,,...,i4)-re
igaz , hogy

i, +1,+-+1;<D
Azaz a monomok formaja

11 .02 id
ZE]_:EZ "'de.



Polinomialis szeparald

Ha a monomok egyutthatoi wy, i, 4, @ polinomunk a
kovetkezo alakot veszi fel

_ E 11,12 id
p(x17x27 L ,.CUd) - w’il,ig ..... ’idxl x2 vt 'xd

11,0251
11tio+-F1qg<D

Mar kis D mellett is lehet nagy az egyiitthatok szama!

Sk () 1

22
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Polinomialis szeparald

Példa: legyen d és D is 2.
Ebben az esetben a monomok szama 6,

l,,i, a lehetseges ertekei {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2)}
Legyen (0,0) a “bias” (b), a polinomunk vegso formaja

P(Xq, Xp) = b+ WyoXy + Wo Xy + WigXyXg + WogXy2 + Wp)X,?2
Minden x; tanulopontra

b + WXy + WoiXip + Wy Xi1Xip + WoXiy2 + WppXip2 > 0 ha a cimke
y; = +1

. . Y ~ 1  r 9



Polinomialis szeparald

A fenti eset egy véges transzformacionak tekintheto.

Legyen minden i,,i,,...,i  0sszege legfeljebb D, akkor a
transzformacionk

p(x) RY->Rm

_ 1,02 . .t
ai—(ﬁUl,ﬂfg,...,CUd) s L1 Ty Ly

ha d=2 és D=2: PX) = (21,72, 1, 71T, T3)

ha d=3 es D=2:
_ 2 2 2
p(x) = (x1, 22, T3, T1T2, T1T3, ToL3, L], Ts, T3)

24
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Polinomialis szeparald

Eredeti tér

Xo A X, A

o1y 1 (10 | L)

>

X4

% - X X
(0,0) (1,0) X (-1,-1) (1,-1)
Transzformalt tér ,A (X)
X3 A
xl(_]-’l) x4(191) xllz_].,xl_o’:]. y1=_1
— Xy =1,x=—1 y,=+1
" Xy =—1,x53=—1 y,=+1
o Xp=1,x,5=1 y,=—1
x;(—1,-1) x,(1,—1)

26/10/2016
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Polinomialis kernel

Illesszuk vissza az eredeti problémankba a polinomialis
transzformacionkat.

Alljunk meg egy pillanatra! El tudjuk keriilni a transzformalt
vektorok kiszamolasat?
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Support vector machine

Lemma: konvex problémank megoldasa felirhato a mintak linearis
kombinaltjaként

Ebbol kovetkezik hogy a nhorma

[Jw]|* = ((Z Oéz‘ﬂi’i)T(Z ;T;)) = Zaz‘aﬂz‘fﬂj

Illetve minden tanulopontra a kovetkezo igaz

yz-(wTa?) = Vi Z QL = Y Z Oéz'k(ﬂ?z‘, CU)

ahol a k(x,x) fuggvényt kernel (mag) fuggvénynek nevezziik. A nem 0-a
egyutthatoju tanuloelemek a support vektorok (innen a név).

Orai feladat 1: Készitsiink polinomialis szeparalot a belsé szorzatok
ismeretével!



Polinomialis kernel

(I)(x)=(xf,x§,ﬁxl,\ﬁxz,\/@xlxz, 1)

A $
:\ + x2 : x2 + e
‘l + " T ) e
— l\ + : I + ’,"#_ —

\l + ’1 + e -

“ + J' — + ’,.’ —

= T 4 ’,,—-’,_

. ’/, - - ”“,’ —
_ _ X .- I 2
1 X

26/10/2016



Maximalis margo

P
S

Mindezek alapjan az eredeti maximalizalasi
probléma megegyezik a kdvetkezd
minimalizalasi problémaval:

P

subject to y,(zf w) > 1,Vt

minimize,,

Miért 2 ?
Miért négyzet?

28/02/2017



Maximalis margo

Ugyan a problémank konvex, kvadratikus,
meégse tudjuk megoldani kdzvetlendil... a
feltételek miatt

Szerencsére a feltételek is folytonosan
differencialhaté fliggvények -> Lagrange!

Formalisan, legyenek q, > 0,vt a Lagrange
probléma primalis valtozdéi (Lagrangian
multipliers) és a Lagrange fliggvény:

Liw,a) = 5 || ]P 3 aulue(afw) — 1)

28/02/2017



Maximalis margo

De miért Lagrange?

28/02/2017



Maximalis margo

De miért Lagrange?

A Lagrange fliggvény parcialis derivaltja a
normal vektorra nézve pontosan ott lesz nulla
ahol az eredeti optimalizacionk optimuma
talalhaté (majd minden esetben...)

Akkor szamoljuk ki!

28/02/2017



Maximalis margo

De miért Lagrange?

A Lagrange fliggvény parcialis derivaltja a
normal vektorra nézve pontosan ott lesz nulla
ahol az eredeti optimalizacionk optimuma
talalhaté (majd minden esetben...)

Akkor szamoljuk ki!

OL(w, o
é(iw = Zytat-’ftz =0

Stacionarius pont: ahol a derivalt nulla.

28/02/2017



Maximalis margo

Ismétlés:

A normal vektor felirhatd a tanuldépontok linearis
kombinaciojaként (miért is?)

T
W = thl QYL

S most tegyiik mindet a talba:

L(w,a) =

[\Z)lb—l

T T T
gLy, — LTI e

1=1 t=1

T T
ZZ ajy,yja: Z;

TFMH IIMH

l\DIr—A

28/02/2017



maximize,, L(

Maximalis margo

A mostmar véglegesnek tekinthetd
optimalizacionk...

Megjegyzés, a masodik feltétel a bias ...

Ez azért nem tlnik egyszer(inek... Hogyan lehet
megoldani?

Z Qp — = Z Z QO Yi YT T

=1 j=1
subject to a; > 0, Vi

T
Z QY = 0, Vt
t=1

28/02/2017



Maximalis margo

Karush-Kuhn-Tucker feltételek, fliggetlendl
feltalaltak:

Karush 1939 - Master tézis
Kuhn-Tucker 1951 - figgetlendl

Az optimalis megoldas pozitiv Lagrange
szorzOkat tartalmaz és

ai(yi(:vzrw) —1)=0,V:

Hogyan lehetne ezt értelmezni?

28/02/2017



Maximalis margo

Karush-Kuhn-Tucker feltételek, fliggetlen(l
feltalaltak:

Karush 1939 - Master tézis
Kuhn-Tucker 1951 - figgetlendl

Az optimalis megoldas pozitiv Lagrange
szorzokat tartalmaz és

ai(yi(ziw) —1) = 0,Vi

Hogyan lehetne ezt értelmezni?

Cortes-Vapnik (1995) nem nulla szorzéval (KKT:
pozitiv) rendelkezé tanuldpontok a "Support
Vector"-ok SVM :) 28/02/2017



Maximalis margo

Az optimalis megoldas pozitiv Lagrange
szorzOkat tartalmaz és

T .
a;(ys(z; w) —1) =0, Vi
Hogyan lehetne ezt értelmezni?

Cortes-Vapnik (1995) nem nulla szorzéval (KKT:
pozitiv) rendelkezé tanuldpontok a "Support
Vector"-ok SVM )

Kévetkezmény ("haszontalan" pontok):

28/02/2017



Maximalis margo

"Soft-margin”: valamilyen szinten megengeduink
pontokat a margon bellil... "1-Norm soft
margin":

T
1
minimize 5 | w|[? —I—CZEZ-
t=1

subject to y;(z] w) > 1 — &, Vi

ahol C egy el6re meghatarozott konstans (ha
nulla -> "hard margin")

Ujra Lagrange fliggvény :)

28/02/2017
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Maximalis margo

Lagrange flggveény:
1 T T T
— 2 L T )\ _ —
L(w,a,f) =5 [|w]] +C;@ ;at@t(wtw) 1+&) ;ﬂta

Ahol beta egy Ujabb Lagrange szorzé.

Mi a kdvetkezd lépés?

28/02/2017
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Maximalis margo

Lagrange flggveény:
1 T T T
L(w,a,f) = [[w]f? +Ct§=;§i - ;at(yt(w?w) —1+&) - ;ﬂta

Ahol beta egy Ujabb Lagrange szorzé.

Mi a kdvetkezd lépés? A derivalt!
w, &, a,
OL( &iz 'B Z Y Zy; = 0
8L AR .
(w & a IB) :C—ai—ﬂizo,‘v’z

a&z 28/02/2017




Maximalis margo

Derivaltak:
(w&ia 'B Z oYy = 0
8L(wa§aa7¢8) L . .
9, =C—o;—p; =0,V

A normal vektor szerinti gradiens ugyanaz mint volt nem "soft" esetben!
(Cortes-Vapnik 1995)

S mivel tudjuk a KKT feltételek miatt, hogy mindkét szorzé pozitiv:

i(yiriw—1+&) =0,V
&i(C —a;) = 0,Vi.

28/02/2017



Maximalis margo

Ebbdl kévetkezik hogy C fellilrdl korlatozza
alfat, illetve alfa pozitiv:

T T

T
1
maximize W(a) = Z a— 5 Z Z Q0L Yi Y T] T
t=1

i=1 j=1
subject to 0 < o; > C, Vs.

igy a derivalt:

oW (« L
% =1—4 ) oy;a; o

t=1

28/02/2017



Maximal margin (a bit of recap)

Amennyiben a belsé szorzatot lecseréljiik barmilyen transzformalt térbeli belsé

szorzatra:

Algorithm 1-Norm Soft Margin SVM

Given a training set X = {z1,.., 27} with z; € R%, Vi, a positive real
valued constant C, a positive real valued learning rate n and a kernel
function K (z,y) = ¢(z)T6(y)

a+ 0

repeat
fori=1to T

1. o «+ o + n%?z = a4+ (1 —y; E;T:l ay K (24, 7))

2. if a; < 0then o; < 0
else
if a; > C then o; < C

end for
until we reach a stopping criterion
return «

28/02/2017



Vapnik-Chervonenkis tetelek

Lady (Dr. Muriel Bristol-Roach) :“by tasting a cup of tea
made with milk she can discriminate whether the milk or
the tea infusion was first added to the cup”

R. A. Fisher és 8 csésze -> 4/4

Fisher megkérte "a Lady"-t hogy valassza ki azt a négy
csészét, melybe a tejet Ontotte elészor izlelés alapjan

Mennyi a valoszinlisége, hogy 0,1,2,3,4 helyes csészét
valasztott?

28/02/2017



Vapnik-Chervonenkis tetelek

Lady (Dr. Muriel Bristol-Roach) :“by tasting a cup of tea made
with milk she can discriminate whether the milk or the tea
infusion was first added to the cup”

R. A. Fisher és 8 csésze -> 4/4

Fisher megkérte "a Lady"-t hogy valassza ki azt a négy
csészét, melybe a tejet Ontotte elészor izlelés alapjan

Mennyi a valoszinlisége, hogy 0,1,2,3,4 helyes csészét
valasztott?

Osszesen 70 eset.

Nulla helyes: 1
Egy helyes: 16
Két helyes: 36
Harom helyes: 16
Négy helyes: 1

28/02/2017



Brief intro to VC theorem

Lady (Dr. Muriel Bristol-Roach) :“by tasting a cup of tea
made with milk she can discriminate whether the milk or the
tea infusion was first added to the cup”

R. A. Fisher prepared 8 cups -> 4/4

He asked the Lady to choose 4 cups in which she thinks the
milk was added first.

What is the probability of having 0,1,2,3,4 correct answers?
Overall: 70 cases

Out of them:

Having zero correct answer: 1

Having one correct answer: 16

Having two correct answers: 36

Having three correct answers: 16

Having four correct answers: 1

28/02/2017



