Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 8.
Megoldasok

A vélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadéasaval, hogy ha egy algorit-
mus lépésszama

(n—1)(n —2)(n—3)(n—4)

2020n%logn + — 2019
n
akkor az algoritmus futdsideje O(n?).
Megoldasok
Olyan ¢ pozitiv konstanst és egy olyan ng kiiszobindexet kell talalnunk, melyre igaz,
hogy
—1)(n—2)(n—3)(n—4
2020n2 log n + (n )(n )(n )(n ) — 2019 < ¢-n? han > ng

n

Ilyen c és ng értéket példaul az alabbi egyenlotlenség-sorozattal tudunk talalni:
2020n2 log n + (n=1)(n=2)(n=3)(n=4) _ 9419 < 92020n2 logn + (n=1)(n—2)(n=3)(n—4)

n n
mert a negativ tagot el lehet hagyni, tetszoleges n > 1 esetén, tovabba

202012 log n 4+ =238 _ 9090,3  n-1n-2)(n-8)(n-1)

n n
mert logn < n tetszdleges n > 1 esetén, tovabba

2020n3 + =20 I0A) < 909083 4 (n — 2)(n — 3)(n — 4)

mert (nT_l) < 1 tetszoleges n > 1 esetén és

202013 + (n — 2)(n — 3)(n — 4) < 202013 + n?
mert (n —2) <n,(n—3) <n,(n—4) <n.

Azt kaptuk tehat, hogy
202012 log n + (n=D)=2)n=3)(n=1) _ 9019 < 2021n3 tetszOleges n > 1 esetén, vagyis

n
c = 2021 és ng = 1 jo valasztas.

2. (a) Irja le, hogy irdnyitatlan grafban mit jelent az, hogy egy v csics d(v)-vel jelolt
fokszama 8.
(b) Mondja ki az irdnyitatlan grafokban a fokszamok Osszegérol tanult tételt és
bizonyitsa be.
Megoldas
(a) Egy cstcs fokszama irdnyitatlan grafban a csucsra illeszkedd élek szama, azaz
d(v) = 8 azt jelenti, hogy a v csicsra 8 €l illeszkedik.
(b) Irdnyitatlan grafban a fokszamok Osszege 2e, azaz

Z d(v) = 2e

veV



mert amikor a fokszamokat osszeadjuk, akkor minden élet kétszer szamolunk, az él
két végpontjanal.

. (a) Az ¢6ran tanult eljardasokkal szirja
be az alabbi bindaris keres6faba a 7-et,
majd torolje ki az igy kapott fabol a 3-
at. Mindkét miveletnél magyarazza is el
1-2 mondatban, hogy mi miért tortént.
(b) AVL-fa-e a kiindulasi fa és AVL-fa-e
a két mivelet utan kapott fa?

Megoldas
(a)

Mert a 7 nagyobb a 3-ndl és 6-nél (jobbra megyiink), de kisebb a 8-nél (balra
megyiink).

Mert a jobb részfa legkisebb elemét, azaz a 4-et kell a 3 helyére rakni.

(b) A kezdeti fa AVL-fa, mert minden csticsra igaz, hogy a bal és jobb részfajanak
magassaga maximum 1-gyel tér el, de a végén kapott fa nem AVL-fa, mert a 6 bal
részfija tires, azaz 0 magassagu, a jobb faja meg ketté magas.

. Egy hat cstcsu graf csicsai meg vannak cimkézve a 2,3,4,5,6,7 szamokkal és a
grafban akkor van él két csics kozott, ha a csicsok cimkéi relativ primek (azaz a
legnagyobb kozos osztéjuk 1). A graf élei sulyozottak, az i és j cimkéjii csicsok
kozt futd él silya i - j (azaz példdul a 6 és 7 cimkéji csicsok kozott van él és ennek
stulya 42).

Minimalis sulyu feszitofat keresiink ebben a grafban Kruskal algoritmusaval. Melyik
éleket valasztja be az algoritmus és milyen sorrendben?

Megoldas
Kruskal algoritmusa élsily szerint névekvo sorban nézi az éleket és pontosan akkor



valaszt be egy élet, ha az nem alkot kort a mar bevalasztott élekkel.

A graf élei élsily szerint névekvéen: ¢(2,3) = 6, ¢(2,5) = 10, ¢(3,4) = 12,

c(2,7) = 14, ¢(3,5) = 15, ¢(4,5) = 20, ¢(3,7) = 21, ¢(4,7) = 28, ¢(5,6) = 30,

c(5,7) = 35, ¢(6,7) = 42.

Végigmegyiink ezen a listan és eloszor bekeriil a 6-os, a 10-es , 12-es és 14-es él,
mert ezek egyike sem alkot kort a korabbiakkal. A 15-0s, 20-as, 21-es és 28-as él
kort csindlna, ezeket nem vessziik be, de 30-t igen és ezzel kész is a fa.

. Dijkstra algoritmusat hasznaljuk A B C D E
az A, B,C,D,E  csucsokbdél  allé * 15 00|l | 0
irdnyitott, élsilyozott G gratban az * 1315 [ * | 00
A kezddOcsucsbol, ekozben a d tomb RV,
igy véltozik (az egyes sorok a d tomb ok |k |k g
valtozasat mutatjak egy-egy cstcs KESZ N ER N

halmazba keriilése utén).

Milyen csiicsokkal van biztosan Gsszekotve a B cstcs (bejovo és kimend élekre is
gondoljon) és mi ezeknek az élsulya?

Megoldas

Az elso sorbdl latszik, hogy A-bdl van egy él a B-be 5 sillyal, mert az elsé sor a
kezd6esucsbol kimend élek sulyait tartalmazza.

Az els6 és a masodik sor kozti valtozasbdl lathato, hogy ekkor D keriilt be a KESZ-
be 1 tavolsaggal és emiatt lett B értéke 3, azaz biztosan van él D-bol B-be, 2 sullyal.
A masodik és harmadik sor kozti valtozasbol lathato, hogy ekkor B keriilt be a
KESZ-be 3 tavolsaggal és emiatt lett C értéke 4, azaz a 3 tavolsagi B-n at van egy
rovidebb ut C-be, 1 sullyal.

. DFS-t (mélységi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' cstcsokbdl all6 iranyitatlan
G grafon a D kezddesucsbol, a DFS faba a DA, AF, FE, DB, BC élek kertilnek
be ebben sorrendben. Mely csticsokkal lehet Osszekotve az F' csics a grafban és
melyekkel nem?

Megoldas

A-val biztosan 0ssze van kotve F, hiszen van a DFS faban AF él.

B-vel nem lehet 0sszekotve F, mert ha lenne BF él, akkor az FE él bejarasa utan
nem lépnénk vissza F-bol A-ba, hanem az FB éllel felfedeznénk B-t.

A C cstcs ugyanezért nem lehet 6sszekotve F-fel: ha lenne C'F' él, akkor az FE él
bejarasa utan nem lépnénk vissza F-bol A-ba, hanem az FC éllel felfedeznénk C-t.
D és F kozott lehet él, akkor is futhat ugyanigy a mélységi bejards (azaz ekkor is
a DA, AF,FE, DB, BC élek vélasztodnak be ebben a sorrendben), mert F éleinek
vizsgalatakor D mar be van jarva és igy mindegy, hogy vezet-e oda él vagy sem.
E-vel biztosan 0ssze van kotve F, hiszen van a DFS faban FE él.



7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a cstcsok egy részhalmaza oly médon, hogy ha a
v csuces nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy a graf minden élének legalabb egyik
végpontja az R halmazban van.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszdmu algoritmust.

Megoldas

Végigmegyiink a szomszédossdgi matrix elemein (két egymaésba dgyazott ciklussal,
a kiils6 ciklus a sorokon fut, a bels6é pedig a sorokon beliil az oszlopok indexein) és
ha az i-edik sor és j-edik oszlop taldlkozdsanal 1-t latunk (azaz van él az i-edik és
j-edik csics kozott), akkor megnézziik, hogy R[i] és R[j] koziil legaldbb az egyik
1-e.

Ha végig tudunk menni a matrixon ugy, hogy ez mindig teljestil, akkor a graf minden
élének legaldbb egyik végpontja az R halmazban van, egyébként (ha talalunk olyan
1-es bejegyzést a maztixban valami ¢ és j cstcs kozott, ahol R]i] és R[j] is 0), akkor
nem igaz, hogy a graf minden élének legalabb egyik végpontja az R halmazban van.

Pszeudokdddal:

Igaz_e := True
ciklus i =1-tél n-ig:
ciklus j = 1-tél n-ig:
ha Ali,j] == 1:
ha (R[i] == 0 és R[j] ==0):

Igaz_e : = False
ciklus vége
ciklus vége
return Igaz_e
Ez azért j6, mert Ali, j] == 1 ellen6rzése pont azt jelenti, hogy éleket nézem meg

és pont azt ellenorzom, ami a kérdés, hogy vagy ¢ vagy 7 benne van-e R-ben.

A 1épésszam pedig O(n?), mert a kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja egy n-szer
lefut6 belsé ciklus, aminek a magja O(1) 1épés, vagyis a bels6 ciklus O(n), az egész
eljaras pedig O(n?).

8. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdnyitott, élsulyozott G graf csupa
pozitiv élsullyal, ahol minden csucsnak van egy cimkéje, egy pozitiv egész szam, ezek
a cimkék nem feltétlentl kiillonbozoek. A cstucsok cimkéi egy, a cstucsokkal indexelt
T tombben adottak. Ki van jelolve még két csics is, A és B, a grafban. Adjon
O(n?) 1épésszamii algoritmust, ami megtalédlja a legrovidebb Gsszhosszisdgi olyan



utat A-bdl B-be ahol az uton csak 100-nal kisebb cimkéji csicsokon haladunk at
(A és B cimkéjét is beleértve) vagy jelzi, ha nincsen ilyen 1t.

Megoldas

Algoritmus:

1. Modositsuk a grafot ugy, hogy a 100 vagy annal nagyobb cimkéjii csucsokba
belemeno és onnan kijovo éleket kitoroljik.

2. Ebben az uj grafban futtassuk a Dijkstra algoritmust az A cstucsbdol. Ha B
tavolsaga a végén végtelen, akkor nincs jo ut, egyébként pedig B tavolsaga a kere-
sett érték.

A graf moédositasa pontosabban: végigmegyek a T tombon és ha az aktudlisan
vizsgalt T'v] érték legalabb 100, akkor a graf szomszédossagi matrixaban a v-edik
sor és oszlop minden értékét végtelenre allitom.

ciklus v =1-t6l n-ig:
ha T[v] >= 100:
ciklus j = 1-tdél n-ig:
Alv,jl : = végtelen
Alj,v]: = végtelen
ciklus vége
ciklus vége

Lépésszam:

1. A T tomb minden értékére egyszer megyek végig egy soran és egy oszlopan a
matrixnak, az 2n médositds, amit n-szer kell legfeljebb megtennem, ez n - O(n) =
O(n?). (Vagy a pszeudokdédra hivatkozva: a kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja
1 1épés és egy belsd ciklus, ami O(n)-es, mert n-szer fut le és magja O(1), vagyis
n(l1+0(n)) =n-0(n) = O(n?)).

2. A kapott métrix is egy n csticst grafhoz tartozik, ebben Dijkstra O(n?) 1épésben
fut, {gy a médositds és a futtatds egyiitt O(n?) + O(n?) = O(n?).

Josag: A modositassal éppen azok a cstucsok valnak elérhetetlenné, amiket nem
szabad hasznalnunk, azaz az 1j graf utjai megegyeznek az eredeti graf hasznalhaté
utjaival. Dijkstra algoritmusa hasznahato, mert minden élsily pozitiv.



