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A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az aldbbi pszeudokdd inputja egy ciklus i = 0-t6l (n-1)-ig:
n > 2 hosszi A tomb. Igaz-e, hogy ha A[i] > 0:
ez a kéd O(n)-es, ha egy lépésnek ciklus amig A[i] < 5:
az Osszehasonlitas, az Osszeadas és az A[i] := A[i] + 1
értékadas szamit? Ha igaz, akkor lassa ciklus vége

be ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa ciklus vége
be, hogy O(n?)-es.

Megoldas

Ez a kéd O(n)-es. A kiils6 ciklus n-szer fut le, ennek a magja pedig O(1)-es a
kovetkezok miatt: Egy 1épés utan egy belso ciklus kovetkezik, ami legfeljebb 5-szor
fut le, mert minden lefutdskor né eggyel az Ali] értéke és mivel legalabb 0 volt, ezért
legfeljebb 5 lefutas utan nagyobb lesz, mint 5 és akkor mar nem teljesiil az amig-
feltétel. A belsé ciklus magja konstans sok 1épés, igy a bels6 ciklus O(1) 1épésbol
all, azaz a kiils6 ciklus magja 1 + O(1), azaz O(1), igy az egész koéd O(n).

2. (a) Adja meg a bindris keres6fa definicidjat (elég a bindris kereséfa tulajdonsagot
leirnia, nem kell definidlni azt, hogy mi a binéris fa).
(b) frja le, hogy hogyan kell beszurni egy 1j elemet binaris keresofaba. Mennyi
ennek az eljarasnak a lépésszama és miért?

Megoldas

(a) A bindris keres6fa tulajdonsag azt jelenti, hogy minden csicsra igaz, hogy a
bal részfajaban minden elem kisebb, a jobb résztdjaban pedig minden elem nagyobb
nala.

(b) Egy 14j s érték beszirasa ugy torténik, hogy eldszor s-et Osszehasonlitjuk a
gyokérrel és ha s kisebb, mint a gyokér, akkor balra, ha pedig nagyobb, akkor
jobbra megyiink. Ezt az eljarast folytatjuk az aktudlis csiicesal (ahova érkeziink)
mindaddig, amig iires gyerekhez (None mutatéhoz) ériink, ekkor ide beillesztjiik az
s értéket.

Ezen eljards 1épésszama O(h), ahol h a fa magassdga, mert minden szinten konstans
sok lépést tesziink.

3. Egy irdnyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BG,CB,CD,CG,DA, DE, DF, EF,
GD,GF. Ebben a grafban BFS-t (szélességi bejarast) futtatunk az A kezddcsucsbol
ugy, hogy ha barmikor valasztasi lehetoség addodik, akkor az abécé szerint elobb levo
csucsot valasztjuk.

(a) Milyen sorrendben jérjuk be a csiicsokat és mi lesz a kapott BES fa? (Indokolni



ezt nem kell, elég a sorrend és a fa megadésa.)

(b) Hogyan néz ki a honnan témb a BFS futdsdnak a végén? Indoklasképpen irja
le roviden, hogy mit tarol a honnan tomb.

(c) Adja meg a @ sor dllapotat a kéd futdsanak kezdetén, majd minden egyes csics

bejarasa utan. Indoklasképpen roviden irja le, hogy a () sornak mi a szerepe a
kodban.

Megoldas
(a) A, B, C, G, D, F, E, a fa élei pedig: AB, AC,BG,CD,GF,DE.
(b)

A B C D E F G
AlA  A|C|D| G| B

Ez azért van igy, mert a honnan|v] azt tarolja, hogy a BFS eljards sordn a v cstcsot
melyik csiicsbdl fedeztiik fel.

(¢) A @ sor azokat a csicsokat tarolja, amiket mar felfedeztiink, de amiknek a
szomszédait még nem vizsgaltuk meg.

Az elején Q = { A}, késébb pedig

A bejarasa utdan Q = {B,C},

B bejardsa utan Q@ = {C, G},

C' bejarasa utan Q = {G, D},

G bejarasa utan Q = {D, F'},

D bejarasa utdn @ = {F, E'},

F bejarasa utan Q = {F'},

E bejarasa utan Q = {}.

. A G iranyitott, élsulyozott graf élei a kovetkezék (zardjelben az élsulyok):
ac(8),af(7),bf(11),cd(10), ce(7),cf(6),eb(—5),ed(2),ef(3).

Ebben a grafban az éran tanult, DAG-ban leghosszabb utat kereso algoritmust fut-
tatjuk a-bdl az a, c, e, b, d, f topologikus sorrendet hasznalva. Az a,c, e, b, d csicsokba
vezetd leghosszabb utak hosszat méar meghatéroztuk: leghosszabbla] = 0,
leghosszabbc] = 8, leghosszabble] = 15, leghosszabb[b] = 10, leghosszabb[d] = 18.
Hogyan kapjuk meg leghosszabb/fJ-et a tanult eljarassal ezekbél az adatokbdl? A
megoldasabdl latszédjon, hogy hogyan hasznalja a tanult eljarast.

Megoldas

Az 6szzes olyan v csucsra, ahonnan vezet él f be, meg kell nézniink a leghosszabb[v]
+ c(v,f) értéket és ezek kozil kell venniink a maximumot. Ez azt jelenti, hogy a
maximumat keressiink a

leghosszabbla] + c(a,f), leghosszabblc] + c(c,f), leghosszabble] + c(e,f),
leghosszabb[b] + c(b,f) értékeknek, ami b-nél taldlhaté 21 értékben, azaz
leghosszabb[f] értéke 21.



5. Az alabbi grafon, ahol az x élsuly nem
ismert, futtatva Kruskal algorimusat az
els6 harom ¢él, amit az eljaras bevalaszt:

bf,ec,bc. Adja meg x Osszes lehetséges
értékét (réviden indokolva valaszat) és
irja le, hogy mely éleket és milyen sor-
rendben valasztja be ezutan az algorit-

mus és miért.

Megoldas

Az x értékére az igaz, hogy x > 2, mert a Kruskal algoritmus sorbarendezi az éleket
sulyt szerint és az aktudlis éle akkor veszi be a faba, ha az nem alkot kort az eddig
véalasztott élekkel (egyébként atlépi és megy a kiovetekz6 él vizsgélatara).

H x kisebb lenne, mint 2, akkor az fe élet vizsgalna bf és ec utan és mivel nem
alkotna veliik kort, ezért ezt az fe élet venné be harmadiknak.

A bf, ec, be élek utan az fe élet biztos nem veheti be sose, mert kort alkotna, a tobbi

élet pedig cd, ed, ab, af sorrendben nézi és ezekbol el0szor a cd, majd az ab élet veszi
be.

6. Egy kezdetben tires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziurtunk
be nyolc egész szamot, a hasznalt hash fliggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel oszt-
va fiiggvény volt. A beszurasok utan két szamot kitoroltiink a tablabol, a torlések
helyét * jelzi. Mutassa meg, hogy miért nem lehetséges, hogy az eljaras végén az
alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
16| * 416 | * |17 9 |21

Megoldas

A 16 nem keriilhetett oda, ahol van, mert ezt elészor a h(16) = 5-0s cellaba akar-
juk rakni és ha ide nem tudjuk, akkor balra indulva keresiink neki 1j helyet, amit
legkésébb a 2-es celldban megtaldlndnk (mert ott sose volt semmi), vagyis ezen a
cellan nem juthatott volna tul a 16.

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucsu, iranyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly moédon, hogy ha a
v cstcs nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy egyetlen él sem fut R-beli cstcsok kozt
a grafban.



Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszdmu algoritmust.

Megoldas

Algo: végigmegyilink az R tombon és ha valahol 1-t latunk egy ¢ cstcsnal, akkor
minden 7 utén szerepld olyan j-re, ahol R[j] is 1 megnézziik, hogy Ali, j] = 0 teljesiil-
e. (Itt A jeloli a graf szomszédossigi méatrixat.) Ha ez minden R-beli 1-es parra
teljesiil ez, akkor egyetlen €l sincsen a grafban R-beli csticsparok kozott, kiilonben
meg ez nem igaz

Pszeudokdédban uez:

rendben: = True
ciklus i = 1-té1 (n-1)-ig:
ha R[i] == 1:
ciklus j = (i + 1)-t6l n-ig:
ha (R[j] == 1 és A[i,j]1 ! = 0):
rendben := False

ciklus vége
ciklus vége

Josag: Mivel minden R-beli 1-es part megnéziink, ezért kideril, hogy mindegyik él
hidnyzik-e a grafbol vagy sem.

Lépésszam: A belso ciklus legfeljebb n-szer fut le, a magja konstans sok 1épés, vagyis
a belso ciklus O(n). A kiils6 ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek magja 1 1épés plusz
az O(n)-es belsé ciklus, azaz a kiils6 ciklus O(n?)-es. Az egész kod csak egy 1épéssel
tobb, mint a kiils6 ciklus, azaz ez is O(n?)-es.

Vagy a szoveges leirashoz: R-ben legfeljebb n darab 1-es lehet és mindegyiknél
legfeljebb n masik értéket kell megnéznem R-ben is és A-ban is, azaz legfeljebb
O(n?) 1épés torténik.

. Egy A szomszédossagi matrix-szal adott egy varos uthalézatanak élsilyozott, ira-
nyitott grafja: a cstcsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen
utak, az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az atlagos ido, ami az 1t
megtételéhez autdval sziikséges. Adott tovabba egy masik B matrix is, ami azt adja
meg minden kozvetlen utra, hogy mekkora a legnagyobb magassagu auté, amivel
elakadas nélkil at lehet haladni az adott szakaszon: a B matrix i-edik soranak,
j-edik oszlopaban &ll6 Bli, j] érték mutatja a legnagyobb magassigot, amivel még
megteheto az ¢ csomopontbdl a j csomépontba vezetd kozvetlen tt.

Adott a grafban két kijelolt csucs, X és Y. Melyik tanult algoritmust lehet alkal-
mazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg akarjuk taldlni a leggyorsabban

megtehetd olyan utat X-bol Y-ba, amit legfeljebb 350 centiméter magas autoval
meg lehet tenni? (Itt n szokdsos médon a graf csicsainak szamat jeloli.)



Megoldas

Algoritmus:

1. Moédositsuk a grafot ugy, hogy azokat az éleket, amiken nem lehet dtmenni 350
cm magas autoval, azokat kitoroljiik.

2. Ebben az 1j graftban futtassuk a Dijkstra algoritmust az X csticsbél. Ha nem
kapunk utat Y-ba, akkor nincs ilyen 1t, ha kapunk, akkor pedig ez lesz a legrovidebb
kivant 1ut.

A graf modositasa pontosabban: végigmegyek az A szomszédossagi matrixon, soronként,
soron beliil oszloponként és ha Ali, j| nem végtelen, akkor megnézem, hogy

Bli,j] > 350 teljesiil-e. Ha igen, akkor nincs tennivalénk ezzel a bejegyzéssel,
egyébként pedig Ali, j]-t végtelenre allitjuk.

ciklus 1 =1-tél n-ig:
ciklus j = 1-tél n-ig:
ha A[i,j] nem végtelen és B[i,j] < 350:
Ali,j] := végtelen
ciklus vége
ciklus vége

Lépésszam:

1. Az 1j szomszédossagi matrix eldallitasa soran minden cellanal konstans sok
munkét végzek, azaz ez O(n?) 1épés. (Vagy a pszeudokéddra hivatkozva: a kiilsd
ciklus n-szer fut le, ennek a magja a belso ciklus, ami egy n-szer lefutd, konstans
magi kéd, azaz a bels6 ciklus O(n), az egész kéd pedig O(n?).)

2. A kapott métrix is egy n cstcsi grafhoz tartozik, ebben Dijkstra O(n?) 1épésben
fut, gy a médositds és a futtatds egyiitt O(n?) + O(n?) = O(n?).

Josag: A moddositassal éppen azok az élek valnak elérhetetlenné, amiket nem szabad
haszndlnunk, azaz az 1j graf utjai megegyeznek az eredeti graf hasznalhaté tutjaival.
Dijkstra algoritmusa hasznahaté, mert minden élsuly pozitiv.



