Algoritmusok és grafok - Vizsga
2020. januar 22.

A vaélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1. Az alabbi fiiggvények koziil pontosan egyre igaz, hogy O(n?)-es. Vélassza ki ezt
a fliggvényt és lassa be megfelel6 ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval, hogy

O(n?)-es.
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Megoldas
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Ezt ugy latjuk be, hogy megadunk olyan ¢ konstans és ng kiiszobértéket, melyre
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Ezen c és ny part egy egyenlotlenségrendszerrel talaljuk meg:
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A hirom fiiggvény koziil az 2020n logn + —re igaz, hogy O(n?)-es.

2020n log n + < cn? fenndll, ha n > ny.

2020n logn + < 2020n2 +

n>1.

, han > 1, mivel logn < n, ha
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2020n° + < 2020n% +n(n — 1), ha n > 1, mivel 3 <1,han>1.

2020n2 4+ n(n — 1) < 2020n% + n? = 2021n% han > 1, mivel n — 1 < n, han > 1.
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Azt kaptuk tehat, hogy 2020n logn +

és ¢ = 2021 jo valasztas.

< 2021n% han > 1, azaz ng = 1

2. A Prim algoritmus lényegi része egy amig-ciklus, mely két részlet (a két tiresen
hagyott téglalap) kivételével igy néz ki:

ciklus amig van olyan csics, ahol legolcsébb[v] nem *:

v* := az a csuics, ahol legolcsébb[v] minimalis
v¥ LEFEDVE -be megy
legolcsébb [vx] := x

(kozeli[vx*x], v*x) F-be keril
ciklus w = 1-té6l1l n-ig:
ha A[v*,w] nem végtelen és legolcsébb[w] nem *:
ha c(v*x, w) < legolcsébb[w]:

legolcsébb [w] :=

kozelil[w] :=

ciklus vége
ciklus vége



(a) Mit térol legolcsébb [w] egy w cstucs esetén?

(b) Mit tarol a kézeli[w] egy w csucs esetén?

(c) Egészitse ki a kodot a két iires téglalap kitoltésével és magyarazza el roviden
(2-3 mondatban), hogy miért igy kell a két hidnyzo értéket meghatarozni.

Megoldas

(a) legolesobb[w] a LEFEDVE halmazbdl w-be mendé legrévidebb él silyat tarolja
(b) kozelilw] azt a LEFEDVE halmazban levo cstcsot adja meg, ahonnan ez a
legrovidebb él jon.

(c) legolesébblw] := c(v*, w) és kozeli[w]| := v*, mert ha c(v*,w) < legolesébb|w],
akkor talaltunk egy, az eddigi legjobbndl rovidebb élet w-be a LEFEDVE halmazbdl,
nevezetesen a v* cstcsbdl érkezo c(v*, w) silyt élet.

. Egy kezdetben iires, 11 méretii hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis probaval sziartunk
be hét egész szdmot, a hasznalt hash fiiggvény a h(K) = K maradéka 11-gyel osztva
fiiggvény volt. A beszirasok utdn egy szamot kitoroltiink a tablabdl, a torolt elem
helyét * jelzi, az eljaras végén az alabbi tablat kaptuk:

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
14| 3 5017 * | 8 |20

(a) Szirja be ebbe a tablaba a 31-et, majd tordlje ki a 17-et. Adja meg a tabla
allapotat mindkét miivelet utan és mindkét esetben jelezze, hogy melyik celldkat
érintettiik.

(b) Mely cellakat érintjiik a 19 keresése soran az (a) pontban kapott tablaban?

Megoldas

(a) A 3l-et a h(31) = 9-es celldba akarjuk eldszor berakni, de ez foglalt, ezért
megyiink balra. A 8-as is foglalt, innen is balra 1éptink, a 7-es torolt, ide beszurhatjuk.
A tébla ez lesz:

o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
141 3 5 |17 |31 8 | 20

A 17-es torlése a 17-es keresésével kezd6dik, a h(17) = 6-os celldban, itt meg is
talaljuk, kitoroljiik (azaz x-ot irunk a helyére.)
A tabla ez lesz:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

141 3 5 10% 131 8 |20

(b) A 19-es érték keresése a h(19) = 8-as celldban kezdédik, ez foglalt, megyiink
balra, amig iires cellat nem taldlunk (azaz atmegyiink a 8, 7, 6, 5 indexii celldkon
és végiil a 4-es cellaban allunk meg, itt latjuk meg, hogy a 19 nincs a tabldban.



4. Az alabbi grafon futtatjuk Dijkstra algo-
rimusat az A csucsbol, az A és B csucsok
KESZ-be keriilése utan a d tomb igy néz

ki:
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(a) Magyarazza el roviden, hogy d(F) 9
miért végtelen és d(D) miért 4.

(b) Melyik cstcs kerill a kovetkezé

lépésben a KESZ halmazba és miért?

(c), Hogyan néz ki a d tomb az 1j cstcs

KESZ-be kerulése miatti modositasok

utan és miért?

Megoldas

(a) A d tombben d[v] a legrévidebb olyan 1t hosszéat jeloli, ami a kezdGcsiicsbol
indul, v-be érkezik és az utolsé él kivételével végig a KESZ halmazban halad. Mivel
F-re nincs ilyen 1t (mert a KESZ halmazbél nem vezet él F-be), ezért d(F) = oc.

A D cstucsba csak B-bdl érkezhetiink a KESZ—bél, a legrovidebb ilyen it az ABD,
ennek hossza 4, ezért d(D) = 4.

(b) A KESZ-be a D keriil be, mert ennek d értéke a legkisebb.

(¢) Ha D KESZ-be keriil, akkor d(D) =  lesz és véltozésok lehetnek még D KESZ-
en kiviili szomszédainal, mashol biztosan nem. D szomszédai C, E, F', ezek mind
KESZ-en kiviil vannak, azt kell megnézni, hogy a D-n at egy éllel ezekbe a csucsokba
vezeto legrovidebb 1t hossza kisebb-e az aktualis d értéknél:

C-re a legjobb D-bdl érkezo ut 9, ez rosszabb, mint az eddigi 5, marad az 5,

FE-re és F-re eddig nem volt 1t, most lett 4 és 5 hosszu, ezért d(F) = 4,d(F) = 5.

5. Az 5,2, 2,10 tomb Osszefésiiléses rendezése soran 4 osszehasonlitas torténik. Adja
meg = Osszes lehetséges értékét, ha tudjuk, hogy x olyan egész szam, ami méashol
nem szerepel a tombben. Vélaszat indokolja is.

Megoldas

Az algoritmus el6szor egy-egy Osszehasonlitdssal rendezi az 5,2 és x, 10 kételemi
részeket. Ez eddig biztosan két Osszehasonlités, az a kérdés, hogy mikor, mely x
értékek esetén lehet két tovabbi osszehasonlitassal befejezni a rendezést.

Megvizsgaljuk az Osszes esetet:
ha x < 2: ekkor a 2,5 tombot fésiiljiikk 6ssze az x, 10 tombbel, de ekkor 2 és x, 2 és
10 , majd 5 és 10 is ossze lesz hasonlitva, ez mar tal sok osszehasonlités.



Ha 2 < x < 5, akkor megint csak a 2, 5 tombot fésiiljiik ossze az z, 10 tombbel, ekkor
2ésx,bésx,majdb és 10 is 0ssze lesz hasonlitva, ez ismét til sok Osszehasonlitas.
Ha 5 < x < 10, akkor megint a 2,5 és x, 10 tomboket fésiiljiik 6ssze, ekkor 2 és x,
majd 5 és x lesz hasonlitva, majd az els6 tomb elfogy, nem kell tobb 0sszehasonlitas.
Ekkor 4 6sszehasonlitas volt 0sszesen, ez az eset lehetséges.

Ha 10 < z, akkor a 2,5 és 10, z tomboket fésiiljik ossze, ekkor 2 és 10, majd 5 és
10 lesz hasonlitva, majd az elsé tomb elfogy, nem kell tobb 6sszehasonlitas. Ekkor
is 4 Osszehasonlitas volt Osszesen, ez az eset is lehetséges.

. Egy G iranyitott, élsulyozott gratban az a,b,c,d,e sorrend topologikus sorrend.
Ezen topologikus sorrendet hasznalva a tanult algoritmust futtatjuk az a-tél vett
legrovidebb utak hosszanak meghatarozasara. Az a, b, ¢, d csticsokra ezeket a tavolsagokat
kaptuk: tdvolsdgla] = 0, tdvolsdg[b] = 2, tdvolsdg[c] = -7, tavolsdg[d] = 5.

(a) Miért biztos, hogy van a grafban ab él17 Mi ennek a stlya és miért?

(b) Ha van a grafban cd él, akkor mi lehet ennek a silya és miért?

Megoldas

(a) A b csics el6tt csak az a van a topologikus sorrendben, ezért egy a-bél b-be mend
ut csak egy kozvetlen a-bdl b-be meno él lehet. Mivel ennek az itnak a hossza 2, de
az Ut maga az él, ezért az él hossza 2.

(b) A d-re kapott tavolsag az algoritmus szerint a legkisebb érték a tavolsdgal
+ c(a,d), tdvolsag[b] + c(b,d), tavolsiglc] + c(c,d) értékek koziil (amennyiben
mindhdrom él 1étezik). Ha van él c-bél d-be, akkor tavolsag[c] +c(c,d) = =7 +
c(c,d) > tavolsag(d] = 5, azaz c¢(c,d) — 7 > 5, vagyis c(¢,d) > 12.

. Szomszédossagi métrixdval adott egy n csicst, iranyitatlan G graf. Adjon O(n?)
lépésszamu algoritmust, ami eldonti, hogy van-e a grafban olyan masodfoku cstcs,
aminek a két szomszédja kozott van él a grafban.

Megoldas

Algo szovegesen:

Az A szomszédossagi matrix minden sorara megcesinaljuk ezt: végigmegyiink a soron
és megszamoljuk, hogy hany 1 van, kozben a szomszédos csicsokat egy listaba
rakjuk. Ha nem két 1 van, akkor megytlink a kovetkezo sorra, ha pedig két darab
1 van, akkor a listdban két csics van, i és j és megnézziik, hogy Ali, j] 1 vagy 0.
Ha 1, akkor talaltunk jé masodfoku csucsot, ha pedig 0, akkor megyiink tovabb a
kovetkezo sorra. Ha végigmentiink az 6sszes soron és igy nem talaltunk jé masodfoku
csucsot, akkor nincs ilyen.



Algo koddal:

van_jo_csucs := False
ciklus k = 1-t6l1 n-ig: // végig a sorokon
szomszedok_szama: = 0
szomszedok_listaja: = 1Ures lista
ciklus s = 1-tol n-ig: // végig az oszlopokon a k. sorban
ha Alk,s] == 1:
szomszedok_szama +=1
s bele szomszedok_listaja-ba
ciklus vége
ha szomszedok_szama ==
ha A[szomszedok_listajal[O0], szomszedok_listajal[l]] ==
van_jo_csucs: = True
ciklus vége
return van_jo_csucs

Josag: Az 1-ek szdama a sorban a csucs fokszamat adja meg, pont ezt nézzilkk meg
minden sorban. Ha a szomszédok szama 2, akkor A[i,j] mutatja, hogy &k Ossze
vannak-e kotve vagy sem.

Lépésszam:

A szoveges lefrashoz: Osszesen n darab sor van és minden sorban megnézek n
értéket, amikor a fokszamokat szdmolom, értékenként konstans lépés torténik (szamldlo
és lista karbantartdsa), ez eddig n - O(n) = O(n?). Minden sorban van még egy
ellen6rzés (hogy 2 szomszéd volt-e) és legfeljebb egy érték kiolvasdsa a szomszédossagi
matrixbol, ez soronként konstans 1épés, azaz O(n) Osszesen, vagyis a lépésszam
O(n?) + O(n) = O(n?).

Pszeudokdd: A kiilso ciklus n-szer fut le, ennek magja konstans sok 1épés, aztan egy
belso ciklus, majd konstans sok 1épés. A belso ciklus n-szer fut le, magja konstans,
vagyis a belsé ciklus O(n), a kiils6 ciklus pedig n(O(1) + O(n) + O(1)) = nO(n) =
O(n?). A kiilsé cikluson kiviil kiviil csak konstans sok 1épés van, igy az egész kéd

O(n?).

. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csucst, irdnyitott G graf és benne egy kijelolt
(u,v) irdnyitott él. Szeretnénk megtaldlni a legkevesebb élbol &ll6, az (u,v) élen
atmend irdnyitott kort a grafban.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) lépésben meg
akarjuk oldani ezt a feladatot?

Megoldas
Algo:



Futtassuk a BFS-t a v csticsbdl és nézziik meg a BE'S faban a v-bdl u-ba vezeto utat.
Ha nincs ilyen 1t, akkor nincs ezen az élen at kor, ha van ilyen 1t, akkor ez az ut és
az ¢l maga alkotja a legkevesebb élli keresett kort.

Josag:

Minden uv-n atmend kor az uv élbol és egy vu utbdl all, ha megtalaljuk a legrovidebb
vu utat, akkor megvan a a legrovidebb keresett kor is.

Lépésszam: BFS lépésszama (itmegtalaldssal egyiitt is) O(n?), ezutdn a vu it megk-
eresése a faban O(n), azaz egyiitt O(n?).



