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A vélaszokat indokolni kell, de a feladatokban szereplé tanult algoritmusokat nem kell
részletesen leirni, elég csak azokat a részeket kifejteni, amelyek az indoklashoz sziikségesek.

1.

Az aldabbi pszeudokéd inputja egy  ciklus i = 1-tél n-ig:

n sorbél és n oszlopbdl allé A ha A[i,i] == 0:

matrix, lépésnek az értékadas és az k :=0

osszehasonlitas szamit. Igaz-e, hogy ez ciklus amig k < 20:

a kod O(n)-es? Ha igaz, akkor lassa be Ali,i] := A[i,i] + k
ezt, ha pedig nem igaz, akkor lassa be, k := k+1

hogy O(n?)-es az algoritmus. ciklus vége

ciklus vége

Megoldas

Ez a kéd O(n)-es. A kiilsé ciklus n-szer fut le, ennek a magja pedig O(1)-es a
kovetkezok miatt: Két 1épés utan a egy belso ciklus kovetkezik, ami 20-szor fut le,
mert minden lefutaskor no eggyel a k értéke. A belsé ciklus magja konstans sok
1épés, igy a belso ciklus O(1) 1épésbdl all, azaz a kiils6 ciklus magja 2 + O(1), azaz
O(1), igy az egész kod O(n).

. (a) Mikor mondjuk, hogy egy irdnyitatlan graf fa?

(b) Mondja ki az n cstcsi fa éleinek szamardl tanult allitast és bizonyitsa be. A
bizonyitas soran felhasznalhatja indoklas nélkiil, hogy minden legalabb 2 cstcsu
faban van legalabb két els6foku pont.

Megoldas

(a) Egy iranyitatlan graf akkor fa, ha Osszefiiggd és kormentes.

(b) Egy n cstcsu fdban n — 1 él van.

Indoklas teljes indukciéval:

n = 2-re az allitas igaz, mert ekkor a fa két csticsbol és egy darab, a két csics kozt
mend élbol all.

Tegyiik fel, hogy igaz az allitas n-re és lassuk be n 4 1-re, azaz lassuk be, hogy egy
n + 1 csicsu F' fanak n éle van.

A felhasznéalhaté allitas szerint az F' faban van elséfoku cstcs, hagyjuk el ezt a
cstcsot és a ré illeszkedd élet az F' fabol. Amit igy kapunk az is fa lesz (mert kor
nem keletkezhetett ettol és mivel els6foki cstcsot hagytunk el, a graf osszefiiggd
maradt), aminek n csicsa van. Az indukciés feltevés szerint az 4j fanak n — 1 éle
van, tehat F-nek n éle volt.

. Egy iranyitott graf élei a kovetkezok: AB, AC, BC,BD,CE,DF, DG, EB,ED, EF.

Futassa le a mélységi bejarast az A csucsbdl ezen a grafon, majd a mélységi bejaras



eredményét felhasznalva, az éran tanult médszerrel dontse el, hogy van-e ebben a
grafban topologikus sorrend és ha van, akkor adjon is meg egyet.

Megoldas

Egy lehetséges lefutasa a DFS-nek az AB, BC,CE, ED, DF, DG éleket valasztja be
ebben a sorrendben és a csicsok befejezési szamai ezek: A:7,B:6,C :5,D : 3, E :
4, F : 1,G : 2. A befejezési szamok szerinti forditott sorrendet kell vizsgalnunk az
orai médszer szerint, azaz az A, B, C, E, D, GG, F sorrendet és azt kell megnézni, hogy
ebben minden él elére megy-e. Ha igen, akkor ez egy toplogikus sorrend, ha pedig
nem, akkor nincs a grafban topologikus sorrend. Az éleket leellendrizve latjuk, hogy
EB visszafelé megy (B az E el6tt van) , azaz ebben a grafban nincs topologikus
sorrend.

. Az alabbi grafon futtatjuk Prim algo-
rimusat az a csucsbol, az ab és af élek
bevalasztasa utan a legolcsobb tomb igy
néz ki:

a b c d e f

x| x| 5B loo| 2| %

(a) Hogyan néz ki a kozeli tomb ekkor és
miért?
(b) Melyik élet valasztja be most az
algoritmus és hogyan valtozik ettol a
legolcsobb tomb? Roviden indokolja is a
valaszt.

Megoldas

(a) A kozeli tomb a mar lefedett v csicsokra azt mutatja, hogy melyik mésik csicsbdl
ide vezeto éllel fedtiik le v-t, a még nem lefedett v csicsokra pedig azt mutatja, hogy
az eddig lefedett csticsokbdl honnan jon a legolcsobb v-be mené €1, ha van egyaltala
ilyen él. Ez alapjan a kozeli tomb igy néz ki:

a b c d e f

alal|blool| b | a

(b) A kovetkezd 1épésben a be élet vélasztjuk, mert az e csicsnak a legkisebb az
értéke a legolcsobb tombben és kdzelife] = b. Ezutdn a most bekeriilt e cstics még
nem lefedett w szomszédait kell megnézni (csak itt lehet valtozas), hogy c(e, w) <
legolcsobb/w] fennall-e. Az e csticsnak két nem lefedett szomszédja van, ¢ és d,
c-nél nem lesz javulds, mert c(e,c) = 6 >legolcsobb/c] = 5, de d-nél igen és igy
legolcsobb[d] = 2 lesz.



5. BFS-t (szélességi bejarast) futtatunk az A, B, C, D, E, F' cstcsokbdl all6 irdanyitatlan
(G grafon az A kezdocesicsbdl, a BES faba az AB, AC, BD,CE, CF élek keriilnek be
ebben sorrendben. Mely cstcsokkal lehet 0sszekotve az E csics a grafban, melyekkel
nem és miért?

Megoldas Az A csiuccsal nem lehet 6sszekotve, mert akkor az A-bdl felfedeztiik
volna fel E-t az els6 fazisban, azaz lenne AE él a BFS fdban.

A B-vel sem lehet 6sszekotve, mert ha lenne B és E kozott él, akkor mivel B-t elobb
lattuk, mint C-t, ezért B-bdl fedeztiik volna fel E-t és nem C-bol.

C-vel 0ssze van kotve, mert van C'E €l a faban.

D-vel ossze lehet kotve E, mert amikor D szomszédaira sor keriil, akkor mar az F
be van jarva.

F-fel 0ssze lehet kotve E, mert amikor E szomszédaira sor keriil, akkor mar az F
csucs be van jarva.

6. Mutassa meg, hogy ha egy 30 csicsi AVL-faban az 1 és 30 kozotti egész szamokat
taroljuk (az 1 és a 30 is benne van), akkor nem lehetséges, hogy egy érték keresése
soran a 2,8, 3,7 szamokat latjuk ebben a sorrendben.

Megoldas
A keresési ut alapjan tudjuk, hogy a faban van ilyen rész:

Ez azért van igy, mert a 8 a 2 gyereke kell, hogy legyen és a binaris keresofa tulaj-
donsig miatt tole jobbra van, és hasonléan a 3 a 8 bal gyereke, a 7 pedig a 3 jobb
gyereke kell hogy legyen.

Mivel a faban csak egy elem kisebb a 2-nél, ezért a 2-es csics bal részfaja 1 magas, a
jobb fa pedig legaldbb 3, vagyis itt sériil az AVL-tulajdonsag, azaz az, hogy minden
cstcsra a csucs jobb és bal részfdjanak magassaga legfeljebb eggyel térhet el.

7. Szomszédossagi matrixaval adott egy n csicsu, irdanyitatlan G graf és adott egy, a
csucsokkal indexelt R tombben a csicsok egy részhalmaza oly médon, hogy ha a
v csuces nincsen benne a részhalmazban, akkor R[v] = 0, ha pedig v benne van a
részhalmazban, akkor R[v] = 1.
Azt szeretnénk eldonteni, hogy igaz-e, hogy mindegyik R-beli csticspar Ossze van
kotve a grafban.

Adjon erre a feladatra O(n?) 1épésszamii algoritmust.

Megoldas
Algo: végigmegyilink az R tombon és ha valahol 1-t latunk egy ¢ cstcsnal, akkor



minden ¢ utan szerepld olyan j-re, ahol R[j] is 1 megnézziik, hogy Ali, j] = teljesiil-
e. (Itt A jeloli a graf szomszédossigi méatrixat.) Ha ez minden R-beli 1-es parra
teljestil, akkor minden él megvan a grafban R-beli csticsparok kozott, kiillonben meg
nem.

Pszeudokdédban uez:

rendben: = True
ciklus i = 1-t6l1 (n-1)-ig:
ha R[i] == 1:
ciklus j = (i + 1)-t6l n-ig:
ha A[i,jl ! = 1:
rendben := False

ciklus vége
ciklus vége

Josag: Mivel minden R-beli 1-es part megnéziink, ezért kideriil, hogy mindegyik
benne van-e a grafban vagy sem.

Lépésszam: A belso ciklus legfeljebb n-szer fut le, a magja konstans sok 1épés, vagyis
a belso ciklus O(n). A kiils6 ciklus legfeljebb n-szer fut le, ennek magja 1 1épés plusz
az O(n)-es belsé ciklus, azaz a kiils6 ciklus O(n?)-es. Az egész kod csak egy 1épéssel
tobb, mint a kiils§ ciklus, azaz ez is O(n?)-es.

Vagy a szoveges leirashoz: R-ben legfeljebb n darab 1-es lehet és mindegyiknél
legfeljebb n masik értéket kell megnéznem R-ben is és A-ban is, azaz legfeljebb
O(n?) 1épés torténik.

. Szomszédossagi matrixaval adott egy varos uthélézatanak élsilyozott, iranyitott
grafja: a csicsok a csomépontok, az élek a csomoépontok kozotti kozvetlen utak,
az élek sulya pedig azt mutatja, hogy mennyi az adott utszakasz hossza. Adott
a grafban két kijelolt él, (uy,vq) és (ug,v9), és két kijelolt csics, A és B, és sze-
retnénk meghatarozni a legrovidebb olyan ut hosszat, ami A-bdél B-be vezet 1gy,
hogy legfeljebb az egyik kijelolt élet hasznélja.

Melyik tanult algoritmust lehet alkalmazni, hogyan és miért, ha O(n?) 1épésben
meg akarjuk oldani ezt a feladatot? (Itt n szokdsos mdédon a graf csicsainak szamat
jeloli.)

Megoldas

Algo: Kitoroljitk a grafbdl az (ug, vy) élet és lefuttatjuk Dijkstra algoritmusat A-bdl,
majd ugyanezt megtessziik gy, hogy nem az (uy, v1), hanem az (uq, vo) élet toroljik.
A B csucsra igy kapott két érték koziil a kisebbet valasztjuk.

A graf médositasa: a szomszédossagi matrixbol az u; sor v; oszlapaban levo értéket
végtelenre allitjuk.



Josag: Az egyik kitiintetett él torlése utan a maradék grafban éppen azok az utak
maradnak, amik legfeljebb a masikat hasznaljak. Mindkét lehetoséget figyelembe
vettik a két modositassal és Dijkstra hasznalhatd, mert a probléma természetébol
addddan minden élsuly pozitiv.

Lépésszam: a matrix médositasa 1 1épés, Dijksta O(n?), azaz a teljes algoritmus

O(n?) + O(n?) + O(1) = O(n?).



