Algoritmusok és grafok - Potzarthelyi
2019. december 5.

A vélaszokat indokolni kell. Hivatkozni csak az eldaddason tanultakra lehet.

1. Igaz-e, hogy ha egy algoritmus 1épésszama 42 -n? log n+ 2020 (n — 1)3 —7-v/n+30,
akkor az algoritmus 1épésszdma O(n?)? Ha gy véli, hogy ez igaz, akkor megfeleld c
konstans és ng kiiszobérték megadasaval lassa ezt be, ha pedig ugy véli, hogy hamis,
akkor bizonyitsa be ezt.

Megoldas

Igaz az allitds, az 42 - n?logn + 2020 - (n — 1)3 — 7 - y/n + 30 fiiggvény O(n?)-os.
Ehhez egy olyan ¢ pozitiv konstanst és egy olyan ng kiiszobindexet kell taldlnunk,
melyre igaz, hogy

42'n210gn—|—2020-(n—1)3—7-\/ﬁ—I—SOSc'n?’,hanZno

Ilyen c és ng értéket példaul az alabbi egyenlotlenség-sorozattal tudunk talalni:

42 -n2logn +2020 - (n — 1)° — 7- /n + 30 < 42 - n2logn + 2020 - (n — 1)° + 30
mert a negativ tagot el lehet hagyni, tetszéleges n > 1 esetén

42 -n?logn + 2020 - (n — 1)° + 30 < 42n° 4 2020 - n® + 30n°

mert logn < n, n—1 < n és 30 < 30n3 tetszdleges n > 1 esetén.

Azt kaptuk tehat, hogy

42-n2log n+2020- (n — 1)° = 7-/n+30 < 42n342020-n3+30n* = (42+20204-30)n3
tetszoleges n > 1 esetén, vagyis ¢ = 42 4 2020 + 30 = 2092 és ng = 1 j6 valasztés.

2. A 2,10,1,3,7,8,4 tomb rendezése soran eléallhat-e az 1,2, 3,10, 7,8, 4 helyzet, ha
(a) buborékrendezést hasznalunk?
(b) beszirasos rendezést hasznalunk?

Megoldas

(a) A buborékrendezésnél ez nem allhat el6. A buborékrendezés soran elGszor
végigmegylunk az egész tombon és a szomszédos elemeket hasonlitjuk: ha egy na-
gyobb elem egy kisebb elem elott all kozvetleniil, akkor megcseréljiik Oket. fgy az
els6 korben a 10-et megceseréljiikk az 1, majd a 3 értékkel, de ekdzben a tomb elején
a tobbi elem sorrendje nem valtozik, vagyis mikorra a 10 elér a 4. pozicidoba a
tomb allapota 2,1, 3,10,7,8,4 lesz, azaz eddig nem &allhatott el a kivant atmeneti
helyzet, mert a 2 nem léphette még at az l-et. Ha viszont tovabb folytatjuk a
rendezést, akkor a 10 tovabbmegy jobbra és sose lesz mar a 4. pozicidban vagyis a
késébbiekben sem allhat el6 ez a helyzet.

(b) A beszirasos rendezést futtatva az elso két elem rendezetten &ll, az els6 érdemi
torténés az, amikor a 3. pozicioban allé 1-et a helyére mozgatjuk (balra haladva,
mindaddig cserélve, amig nala nagyobb elem all el6tte), igy az 1,2,10,3,7,8,4
tombot kapjuk. Ekkor a 3-at mozgatjuk balra, cserélve az el6tte levovel, ha az
nagyobb nala és az 1,2,3,10,7,8,4 tombot kapjuk, a kivant atmeneti helyzetet,
vagyis ennél az algoritmusnal lehetséges ez az atmeneti allapot.



3. Egy kezdetben iires, 11 méretli hash tablaba nyilt cimzéssel, linearis prébaval szurtunk
be nyolc egész szamot, a beszurasok sorrendje nem ismert. A hasznalt hash fiiggvény
értéke a K kulcs esetén K maradéka 11-gyel osztva. Csak beszurasok torténtek,
torlés nem volt és az alabbi tablat kaptuk.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
13(2 |3 |5 [17] 7 |18 21

Milyen sorrendben torténhetett a 3,5,17,7,18 elemek beszurasa, ha ezt a tablat
kaptuk? Az osszes lehetséges sorrendjét adja meg ennek az ot elemnek.

Megoldas

Az 5-6t biztosan késébb szurtuk be, mint a 17-et, mert kiillonben az 5 az 5-0s index
cellaba kertlt volna, mivel nem ott van, ezért annak akkor mar foglaltnak kellett
lennie. Hasonlé érveléssel lathatd, hogy a 17-et biztos késobb szurtuk be, mint a
7-et, mert kiilonben a 17 a 6-os index cellaban lenne. Ugyanigy lathato, hogy a
T—et a 18 utan szurtuk be, mert kiilonben a 7 a 7-es index(i cellaban lenne. Az
dertilt tehat ki, hogy az 5 késobb jott, mint a 17, az késébb jott, mint a 7, az pedig
késobb jott, mint a 18, vagyis ezen négy elem sorendje biztosan 18,7,17,5 volt.

A 3 beszurasa ezekhez képest barmikor torténhetett, mert a 3 a hash fiiggvény sze-
rinti helyére keriilt és ez a hely teljesen fliggetlen a tobbi elem altal bejart cellaktol,
a 3 beszurasa nem befolyasolja a masik négy elem sorsat.

Vagyis a lehetséges sorrendek: 3,18,7,17,5 vagy 18,3,7,17,5 vagy 18,7,3,17, 5 vagy
18,7,17,3,5 vagy 18,7,17,5, 3.

4. Egy hét csucsu binaris keresofat posztorder bejarassal bejarva a csicsokat
1,10,11,8,20, 13, 3 sorrendben latogatjuk meg. Adja meg, hogy hogyan néz ki ez a
fa.

Megoldas

A posztorder bejarasban a gyokeret latogatjuk meg utoljara, ezért a fa gyokere a
3 és a bindris kerestfa tulajdonsag miatt tole balra csak az 1 van, a 8,10, 11, 13, 20
értékek a jobb faban vannak.

A jobb fa elemei koziil a posztorder bejaras a 13-at jarja be utoljara, vagyis ez a
gyokér a jobb részfaban és a binaris keresofa tulajdonsag miatt a jobb részfajaban
csak a 20 van, a balban pedig 8,10, 11.

Az most a kérdés, hogy milyen elrendezésben vannak a 8,10,11 elemek a 13 bal
részfajaban. Ezt onnan tudjuk kideriteni, hogy a posztorder bejaras ezen értékek
koziil a 8-at latja utoljara, vagyis ez a gyokér és a bindris keresofa tulajdonsag miatt
ennek bal gyereke nincs, a jobb fajaban pedig 10 és 11 van.

Az most mar csak a kérdés, hogy a 10 és 11 hogyan &llnak ebben a jobb faban, de
ezt megint csak a posztorder bejarassal tudjuk kitalalni, mivel a posztorder bejaras
a 11-et latja késobb, ezért ez a gyokér, ennek pedig bal gyereke lesz a 10.

A kapott fa tehat ez:



5. Adott egy n hosszi tomb, mely csupa kiilonb6zo egész szamot tartalmaz. Adjon
O(nlogn) lépésszéamu algoritmust, ami vagy taldl a tombben egy olyan k egész
szamot, melyre sem k — 1, sem k 4 1 nincs a tombben vagy jelzi, ha nincs ilyen k
szam.

Egy lehetséges megoldas
Algo:

(a) Rendezziik a tombot Gsszefésiiléses rendezéssel.

(b) Menjiink végig a rendezett tombon és a tomb minden A[i] elemére nézziik meg,
hogy el6tte Afi] — 1, utdna pedig Ali] + 1 van-e. Ha taldlunk olyan i indexet,
ahol A[7] el6tt nem A[i] — 1, utdna pedig nem A[i] + 1 van, akkor A[i] = k olyan
szam, amit kerestink, egyébként pedig nincsen k szam.

Josag: A rendezés utan az egymast koveto szamok egymas utan lesznek a tombben,
vagyis ha a rendezett sorban egy szam elott kozvetleniil nem a néla eggyel kisebb
szam all, akkor az eggyel kisebb szam nincs a tombben, hasonldéan ha egy szam utan
kozvetlenill nem a nala eggyel nagyobb szam 4&ll, akkor az eggyel nagyobb szam
nincs a tombben.

Lépésszam: A rendezés O(nlogn), utdna pedig minden i értékre két ellendrzést kell
tenniink, ami O(n), igy az algoritmus O(nlogn) lépésszamu.

6. Egy szomszédossagi matrixaval adott n csicsu, iranyitott G grafban néhany cstcs
kékre van szinezve, a tobbi cstcs szintelen. A kék csticsok egy, a csiicsokkal in-
dexelt K toémbben adottak gy, hogy K[v]| értéke 1, ha a v cstcs kék, egyébként
pedig K[v] = 0. Adott tovabba két kijelolt szintelen cstcs, s és ¢ is. Adjon
O(n?) 1épésszamii algoritmust, ami eldonti, hogy el lehet-e jutni s-bél t-be kék cstics
érintése nélkiil.

Megoldas
Otlet: Pontosan akkor lehet eljutni s-bél t-be kék cstics érintése nélkiil, ha van s-bél
t-be olyan ut, melyen minden cstcs szintelen.

Algo:

1. Modositsuk a graf szomszédossagi matrixat igy, hogy minden olyan élet kitorlink
beldle, aminek legalabb egy végpontja kék. Ezt igy lehet megtenni, hogy végigmegyiink
a matrixon soronként, soron beliil oszloponként és ha Ali, j| = 1 (azaz van él az i



csicsbdl a j cstcesba) és vagy K[i| = 1 vagy K[j] = 1, akkor A[i, j] = 0-t allitunk
be (azaz toroljik az élet a matrixbdl).
Pszeudokdédban ugyanez:

ciklus i =1-t6l n-ig:
ciklus j= 1-t6l1l n-ig:
ha A[i,j] ==
ha (K[i] == 1 vagy K[j] == 1):
Ali,jl =0
ciklus vége
ciklus vége

2. BFS-t vagy DFS-t futtatunk a kapott matrixon s-bdl és ha ¢ bejart lesz a végén,
akkor van j6 ut, kiillonben meg nincsen.

Josag: Az 1j grafban pontosan azok az utak maradnak meg, amik nem hasznalnak
kék csucsokat, mert a kék csiicsokba se bemenni, se kijonni bel6liik nem lehet és a
BFS/DEFS el tudja donteni, hogy az ij grafban van-e Ut s-bol t-be.

Lépésszam: A graf médositasa O(n?), mert a bels6 ciklus magja konstans 1épés és
n-szer fut le, azaz a bels6 ciklus O(n)-es, a kiils6 ciklus magja ez az O(n)-es belsé
ciklus és n-szer fut le, vagyis O(n?) Gsszesen.

A BFS/DFS futtatdsa O(n?), mert az 1j grafnak is n csicsa van (csak éleket
toroltiink. )



