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Grafok: motivacio

A félév hatrelevo részében grafokkal, grafalgoritmusokkal fogunk foglalkozni. Amellett, hogy
megismerkediink az alapfogalmakkal és alapvet6 algoritmusokkal, ennek a résznek a f6 célja az,
hogy a grafokat, mint modellezési eszkozt meg tanuljak hasznalni, valds életbeli feladatokat at
tudjanak grafokra fogalmazni, ahol szerencsés esetben mér egy ismert algoritmus (amik koziil
néhanyat tanulni is fogunk) mér hasznélhatd.

Valos példak, ahol grafalgoritmusok hasznosak

1. Adottak szerverek, melyek kabelekkel vannak 6sszekotve. Szeretnénk tudni, hogy az igy
kapott halézat Osszefliggo-e, azaz igaz-e, hogy bamely szervertél barmely mas szerverig
van Osszekottetés (nem feltételniil kozvetlen). Hasonlé kérdés, hogy egy Osszefiiggd halézatban
néhany kabelt atvagva osszefiiggd marad-e az 1j halézat is vagy sem.

Ebben a helyzetben a halézatot egy irdnyitatlan graffal tudjuk leirni, ahol a graf csicsai
a szerverek, a koztiik levé kabelek pedig iranyitatlan élek, a fenti kérdésekre pedig egy
szélességi vagy mélységi bejaras tud valaszt adni. (Ezeket az algoritmusokat majd tanulni
fogjuk.)

2. Adottak munkak, amiket el kell végezni és bizonyos feladat-parokra adott, hogy a masodik
feladatot csak az els6 utén lehetséges elvégezni. Cél az, hogy olyan sorrendbe rakjuk
(itemezziik) a munkékat, ahol mindegyik munka akkor keriiljon sorra, amikor méar minden
el6feltétele elkésziilt (vagy ismerjiik fel, ha ilyen sorrend nem lehetséges). Ez a helyzet
szamos valds alkalmazasnal eléallhat:

o Lakasfelujitas vagy épités soran az egyes részfeladatok a munkéak, pl. komiives lebon-
tja az egyik falat, befalazza az egyik ajtot, a festd kifesti a szobat, stb.), eléfeltétel
lehet pl. az, hogy elébb kell megépiteni a falat, mint ahogy a villanyszerel6 jon a
vezetékeket behuzni, stb.)

e Egy bonyolult gyartasi folyamat sok kisebb részfeladatbdl all, melyek kozott tobb
megkotés is fenndllhat.

o Adatbaziskezelés soran sok rovid program, ugynevezett tranzakcié fut egyszerre,
részben ugyanazokon az adatokon. Ilyen helyzet példaul egy banki rendszer, ahol
a tranzakcidk az egyes atutalasok (az A szamlardl egy adott Osszeg atrakdsa egy



B szamlédra). A tranzakciokra alapvetd megkdtés, hogy egy tranzakcié vagy min-
den utasitdsa végrehajtodik vagy egy sem, az elobbi példaval élve vagy levonodik
az Osszeg az A szamlarol és atkeriil a B-re vagy nem torténik semmi, az nem elfo-
gadhat6, hogy csak az A szamléardl keriil le a pénz (de B-n nem jelenik meg), ah-
ogy az sem lehetséges, hogy a B szamlan tgy jelenjen meg az 6sszeg, hogy A-rdl
nem tortént levonas. Ahhoz, hogy ezt biztositani lehessen a tranzakcidk (ideiglenes)
zarakat helyezhetnek el azokon a szamlakon, amikkel dolgozni akarnak és csak akkor
kezdik el az érdemi munkat, amikor mindent zarolni tudtak, amivel dolgozni akar-
nak. Amig egy tranzakcio zarat tart egy szamlan, addig mas tranzakciék nem férnek
hozza ezehez a szamlakhoz. (Ez a legegyszertibb modell, ennél bonyolultabb modellek
is vannak.) Ez a zéaroldsi stratégia azt eredményezi, hogy bizonyos tranzakcidéknak
varniuk kell méas tranzakciokra, hogy azok elengedjenek zarakat. Ezt a helyzetet is
felfoghatjuk 1gy, hogy a munkak a tranzakciok és ha egy tranzakciéra var egy masik,
akkor az els6 tranzakcionak be kell fejezodnia, miel6tt a masodik elkezdhet dolgozni.

Ezekben a helyzetekben a munkék alkotjdk a graf csicsait, kozottiik iranyitott élek men-
nek, az el6feltételeknek megfeleléen (él van egy munkabdl egy mésikba, ha az els6t be kell
fejezni a masodik el6tt), az litemezés megkeresésére (vagy annak beldtdsdra, hogy nincs
j6 litemezés) a mélységi bejarast tudjuk majd alkalmazni.

3. Utvonaltervezés: Adott egy térkép (véarosokkal és koztiik futé utakkal vagy egy varos
térképe, ahol adottak a csomépontok és a koztitk futé kozvetlen utcdk (amik lehetnek
egyirdnyiak is esetleg). Ismert tovdbbd, hogy az egyes kozvetlen utakat (vérosok vagy
csomépontok kozott) mennyi id6 alatt lehet megtenni autéval. Feladat lehet az, hogy
adott A pontbdl megkeressiik a legrovidebb ideig tarté utat egy masik adott B pontba
vagy az, hogy egy adott A pontbdl megkeressiik a leggyorsabban elérheté valamilyen
tulajdonsdgi masik cstcsot (pl. adott varosbdl a legkdzelebbi benzinkutat).

Itt a graf csicsai a varosok vagy a varostérkép esetén a csomopontok, az élek pedig az
ezek kozott futé kozvetlen Osszekottetéseknek felelnek meg (egyirdanyt utak esetén a graf
élei is irdnyitottak). Ebben a helyzetben az éleknek cimkéje, igy nevezett stlya is van,
ahol a sily az adott szakasz megtételéhez sziikséges id6, a legrovidebb 1t keresésére pedig
szamos algoritmust fogunk tanulni.

4. Bicikliut épitése: adott egy varos térképe, ahol minden itszakaszra, ami két csomdépontot
kot Ossze ismert, hogy mennyi pénzbe keriilne ide bicikliutat épiteni. Célunk az, hogy
kitalaljuk, hogy pontosan hol épiiljenek bicikliutak, ha azt szeretnénk elérni, hogy a varos
barmely pontjarol barmely masik pontjara el tudjunk jutni bicikliiton és az épitkezés
osszkoltsége a leheto legkisebb legyen.

Ezt a helyzetet egy iranyitatlan, élstulyozott graffal tudjuk leirni, ahol csticsok a csomoépontok,
élek a kozvetlen utak ezek kozott, az él silya pedig az adott szakasz épitési koltsége. A
feladatot, amit meg kell oldanunk minimalis feszitofa keresésnek fogjuk hivni és tanulni
fogunk erre is egy algoritmust.

Grafokkal kapcsolatos alapfogalmak

Iranyitatlan graf: a G irdnyitatlan grafot a V' csicshalmaz és F élhalmaz adja meg. A V
cstcshalmaz az 1,2,3 ..., n cimkékkel megjelolt csicsokbdl all (bar néha a csicsokat inkabb
betiikkel fogjuk jelolni), az élek pedig cstucsparokat kotnek ossze (vagyis az élek halmaza



igazabdl cstucsparok halmaza). Ebben a targyban csak olyan grafokkal fogunk foglalkozni, ahol
az élek két kiilonbozo csucsot kotnek Ossze és két cstces kozott legfeljebb egy él fut. A csticsok
szamat n, az élek szamat e bettivel fogjuk jelolni.

[ranyitatlan grafok példaul az alabbiak:
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Itt hat csics van, az élek halmaza pedig E = {12,13,14,25,46,56}. Az éleknek nincs
iranyitasa, 12 csak annyit jelent, hogy az 1 és 2 csiicsok Ossze vannak kotve.

Itt is hat csics van, az élek halmaza pedig E = {ab, ac,ad,ef}. Ez a graf olyan, hogy nem
lehet barmely csiicsabdl barmely masik cstucsat elérni, az a,b, c,d és az e, f halmazok kozott
nincs 0sszekottetés.

Egy n csucsi irdnyitatlan grafban az élek minimalis szama 0 (lehet, hogy egy él sincsen),
maximalis szdma (%) (amikor minden csticspdr dssze van kétve).

Iranyitott graf: a G iranyitott grafot is a V csicshalmaz és F élhalmaz adja meg. A V
csucshalmaz itt is az 1,2,3...,n cimkékkel megjelolt csticsokbdl all (bar néha a cstucsokat az
6ran inkdbb betiikkel fogjuk jelolni), az élek viszont iranyitottak, azaz minden él egy csticsbdl
egy masik csicsba vezet (vagyis az élek halmaza rendezett csucsparok halmaza). Iranyitott
grafok esetén is csak olyan grafokkal fogunk foglalkozni, ahol az élek két kiilonb6z6 csticsot
kotnek Gssze és két csiics kozott mindegyik irdnyban legfeljebb egy él fut (az azonban lehetséges,
hogy két csics kozott mindkét irdnyba vezet egy-egy él). A csticsok szamat n, az élek szamét
itt is e betiivel fogjuk jelolni.



Iranyitott grafok példaul az alabbiak:
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Egy n csicst irdnyitott grafban az élek minimélis szama 0 (itt is lehetséges, hogy egy él sincsen),
maximalis szdma 2- (}) = n(n—1) (amikor minden cstcspér Gssze van kétve mindkét irdnyban).

Fokszam

Irdnyitatlan grafban egy csics fokszama a cstcsra illeszked6 élek szama. A v csics fokat d(v)-
vel jeloljiik. A fenti Gy grafban az 1-es cstcs fokszéma, azaz d(1) = 3, a 3-as csucs fokszama
1, a tobbi csucs fokszama pedig 2. A G, grafban az a csucs fokszama d(a) = 2, a tobbi csucsé
pedig 1.

Iranyitott grafban egy v csics ki-foka azon élek szama, amik a csiicsbdl indulnak ki (ennek
jele di;(v), a v csics be-foka pedig (jele dpe(v) pedig azon élek szama, amik v-be érkeznek. A
fenti G grafban példaul dy;(1) = 3 és dpe(1) = 0, mig G4-ben dy;(f) = 0 és dpe(f) = 1.

Allitas

(a) Irdnyitatlan grafban a fokszamok Osszege 2e, azaz

Z d(v) = 2e

veV



(b) Irdnyitott grafban a ki-fokok Osszege e, azaz
Z dri(v) =e

(c) Irdnyitott grafban a be-fokok Gsszege e, azaz

Z dpe(v) =€

Bizonyitas
(a) Amikor a fokszdmokat dsszeadjuk, akkor minden élet kétszer szamolunk, az él két végpontjénal.

(b) Amikor a ki-fokokat Gsszeadjuk, akkor minden élet egyszer szdmolunk meg, anndl a
csucsnal, ahonnan indul.

(c) Amikor a be-fokokat Osszeadjuk, akkor minden élet egyszer szdmolunk meg, anndl a
csucsnal, ahova érkezik.

Szomszédossagi matrix

A grafokat az orén rajzzal fogjuk megadni, de ez csak akkor miikodik, ha a graf nem tul nagy
és persze ez a mddszer akkor sem miikodik, ha szamitégépes programban akarunk a grafokkal
dolgozni. Tébbféle reprezentacio 1étezik, amivel a grafokat egy kédban is meg tudjuk adni, mi
ebbol az egyiket fogjuk tanulni, a szomszédossagi matrixot. Egy masik lehetséges reprezentacio
lenne az éllista, errdl egy kicsit a Programozas alapjai targyban fognak hallani.

Egyelore azt az esetet targyaljuk csak, amikor az éleknek nincsen stlya, az élsulyozott
szomszédossagi matrixot akkor fogjuk majd bevezetni, amikor az elsd, élsilyozott grafokon
futo algoritmust tanuljuk.

Iranyitatlan graf szomszédossagi matrixa: Egy n csicst (nem élsilyozott) irdnyitatlan
graf A-val jelolt szomszédossagi matrixaban az Ali, j| elem (az i-edik sor j-edik oszlopban 4116
érték) 1, ha az i és j csticsok kozott van él, egyébként pedig Ali, j] = 0.

A kordbban latott G graf szomszédossagi matrixa

OO = M= = O
O =R OO O -
S OO OO
_ o O O O
—_ 0 O O = O
O == O OO

Vegyiik észre, hogy

e a szomszédossagi matrixbdl konnyen leolvashato az élek szama: a matrixban szerepl6 1-es
értékek szdmanak a fele (hiszen minden élet kétszer reprezentalunk)
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e a szomszédossagi matrixbol a fokszamok is leolvashatok: az ¢ cstics fokszama az i-edik sor-
ban szerepld 1-es értékek szama (tehat egy csicsét fokszamat a matrixbdél O(n) 1épésben
meg tudjuk hatérozni)

e a szomszédossdgi matrix mérete n cstics esetén n?, ennyi celldbdl all a métrix

e irdnyitatlan graf esetén a métrix szimmetrikus, azaz Ali, j| = Alj, 7], mert pontosan akkor
van él i és j kozott, amikor él van j és ¢ kozott

e a szomszédossagi matrix foatlojaban csupa 0 van, mert az élek két kiilonbozd csicsot
kotnek Ossze, nincs él egyik csicsbdl sem sajat magaba

Iranyitott graf szomszédossagi matrixa: Egy n csicst (nem élsilyozott) irdnyitott graf
A-val jelolt szomszédossdgi métrixdban az Ali, j] elem (az i-edik sor j-edik oszlopban allé érték)
1, ha van él a gréafban az i csicsbdl a j csicsba, egyébként pedig Afi, j] = 0.

A kordbban latott G graf szomszédossagi matrixa

O OO O OO
OO OO O
OO OO O
O == O OO

OO OO O
o O OO~ O

Vegyiik észre, hogy

e a szomszédossagi matrixbol konnyen leolvashato az élek szama: a métrixban szereplo 1-es
értékek szdma (hiszen minden élet egyszer reprezentdlunk)

e a szomszédossagi matrixbdl a ki- és be-fokok is leolvashatok: az i csics ki-foka az i-edik
sorban szereplo 1-es értékek szama , az i csucs be-foka pedig az i-edik oszlopban levd
1-ek szdma (tehdt egy cstcs ki- vagy be-fokat a matrixb6l O(n) 1épésben meg tudjuk
hatarozni)

e a szomszédossdgi matrix mérete n cstcs esetén n?

all a matrix

az iranyitott esetben is, ennyi cellabol

e irdnyitott graf esetén a métrix altaldban nem szimmetrikus, azaz A[i, j| és Alj, ] értéke
altalaban nem ugyanaz, mert az, hogy van él i-bol j-be nem ugyanaz, mint hogy van él
j-bél i-be

e a szomszédossagi matrix f6atlojaban irdnyitott esetben is csak 0 van, mert nincs él egyik
cstcesbdl sem sajat magaba



