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Osszehasonlitas-alapt rendez6 algoritmusok

Latva, hogy az Osszefésiiléses rendezés gyorsabb, mint a tobbi, korabban latott eljaras,
felmeriil a kérés, hogy lehetséges-e esetleg még az Osszefésiiléses rendezésnél is gyorsabban
rendezni. A vélasz attdl fligg, hogy mit engediink meg a rendezbalgoritmusnak, milyen tipusi
kérdésekkel nyerhet informaciot a rendezendo6 tomb elemeirol.

Definicié Egy rendezoalgoritmus akkor Osszehasonlitas-alapti rendezdéalgoritmus, ha az ele-
mek rendezése soran az algoritmus az input A tomb elemeihez csak A[i] kisebb-e, mint A[j]
tipusu kérdésekkel fér hozza, azaz az algoritmus dontései csak a tomb elemeinek egymassal vald
osszehasonlitdasan alapulnak.

Ha visszagondolunk arra, hogy mi tortént az eddig tanult rendezé algoritmusokban, akkor
lathatjuk, hogy mindegyik eljaras osszahsonlitasalapu volt: a kivalasztdsos rendezés soran a
minimumok megkereséséhez az elemeket egymaéssal hasonlitottuk, a buborékrendezésnél a cserék
sziikségessége az Osszehasonlitasoktol fiiggott, a beszirasos rendezésnél az 1j elem lefele moz-
gatdsa a szomszédos elemek Osszehasonlitasatol fiiggben totént meg, az Osszefésiiléses ren-
dezésben pedig az rendezett tombok Osszefésiilése soran csak Osszehasonlitasokat hasznaltunk.
Az Gsszehasonlitas-alapu algoritmusok a lehet6 legaltalanosabb rendezdalgoritmusok, mert a
tomb elemeit mindig 0ssze lehet hasonlitani, hiszen kiilonben maganak a rendezési feladatnak
sem lenne értelme. A kovetkezo tétel azt mondja, hogy ezek kozott az altalanos, 6sszehasonlitas-
alapi rendez6 algoritmusok kozott az Osszefésiiléses rendezés nagysagrendileg az egyik leggy-
orsabb.

Tétel Ha A egy olyan Osszehasonlitas-alapti rendezdalgoritmus, ami helyesen rendez minden
inputot, akkor biztos, hogy minden n értékre van olyan n méretii input, amin az A algoritmus
legaldbb 1/4nlogn &sszahasonlitdst kénytelen hasznélni.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk.

A fenti tétel azt mutatja, hogy egy olyan rendezdalgoritmus, mint példaul az Osszefésiiléses
rendezés, a lehet6 leggyorsabb, hiszen ennek 1épésszama O(n logn) és a tétel értelmében minden
més eljarasnak is szitksége van 1/4nlogn lépésre.



Ladarendezés

Az el6z6 tétel azonban csak akkor igaz, ha 6sszehasolitas-alapu rendezésekrol beszéliink. Vannak
olyan rendezé eljardasok, amik nem ilyenek, ezek specidlis inputokon hasznalhaték altalaban,
osszehasonlitason kiviill mas médon (is) nyernek informaciét a rendezendd tomb elemeirél és
igy specialis esetekben gyorsabban tudnak rendezni, mint példaul az Gsszefésiiléses rendezés.

Ladarendezés

Egy ilyen rendezési algoritmus a ladarendezés, melynek elve a kovetkezo.

A lddarendezés legegyszeriibb esetében az input egy n elemi A[0 : n— 1] tdmb, mely kiilonb6z6
egész szamokat tartalmaz. Tudjuk tovabba azt is, hogy a tomb elemei a 0,1,2,...,m — 1 egész
szamok koziil keriilnek ki.

Ekkor a kovetkezd modon rendezhetjiik a szamokat:

1. Létrehozunk egy m méretli B[0 : m — 1] tombot (melynek cellai éppen a lehetséges
értékekkel vannak indexelve), kezdetben minden cella értéke 0.

2. Végigmegylink az A tombon és ha A[i]-ben a j értéket latjuk, akkor B[j]-t atallitjuk 1-re.
3. Végigmegyiink a B témbon és ha B[j]-ben 1 all, akkor kifrunk az outputra j-t.

A ladarendezés helyes, mert a B tombben pontosan azokon a helyeken jelenik meg 1-es,
amely értékek szerepeltek az input tombben és mivel a B tomb indexein rendezetten megyiink
végig, az indexek pedig megegyeznek a kiirt szammal, ezért a szamok rendezetten kertilnek ki
az outputra.

Példa Legyen A = [1,8,3,7,2,6] és m = 9. Az A tomb végigjardsa utén a B tomb igy néz
ki: [0,1,1,1,0,0,1,1,1], a B tombot végigjarva pedig a C' = [1,2,3,6,7,8] téombot kapjuk
kimenetként.

A ladarendezés pszeudokddja

Az inputot jelélje A[0 : n — 1], emellé létrehozunk egy B[0 : m — 1] t6mbdt, csupa nullaval és
az output C[0 : n — 1] tdmbot, melynek kezdetben minden értéke None. Ezutdn a kovetkezo
torténik:

ciklus i = 0-t61 (n-1)-ig:
B[A[i]] := 1
ciklus vége

1:=0
ciklus j=0-tél (m-1)-ig:
ha B[j] == 1:
Cl1l: =3
1:=1+1

ciklus vége



A ladarendezés lépésszama

Az els6 ciklus n-szer fut le, a ciklusmag konstans sok 1épésbél all, igy ez a kdédrészlet O(n).
A masodik ciklus el6tt 1 1épés torténik, a ciklusmag m-szer fut le, egy lefutds konstans sok
1épésbél all, vagyis ez a rész O(m), a két rész egyiitt pedig O(n + m).

Vegyiik észre, hogy ez a lépésszam jobb lehet, mint az Gsszefésiiléses rendezés O(nlogn)-es
lépésszdama, amennyiben m kicsi. Ha példaul m < 1000n, akkor O(n +m) O(n)-et jelent.

Vegyiik észre azt is, hogy ez nincs ellentmondasban azzal a tétellel, hogy legaldbb 1/4nlogn
osszehasonlités kell minden 6sszehasonlitas-alapu rendezésnek, mert a ldadarendezés nem 0Ossze-
hasonlitéds-alapi, nem a tomb elemeit hasonlitjuk egymashoz, hanem a tomb értékeit hasznaljuk
indirekt cimzéssel a B tomb atalakitasara.

Vegyiik még észre azt is, hogy a mddszer akkor is hasznalhatd, ha a rendezendd szdmok nem
0 és m — 1 kozottiek, mert ekkor megkeresve a legkisebb és legnagyobb értékeket, az eljarast
kicsit atalakitva (m = legnagyobb — legkisebb valasztassal és B[A[i]] := 1 helyett

B[A[i] — legkisebb] := 1-et haszndlva, illetve a mésodik ciklust is értelemszertien médositva)
minden ugyanugy miikodik, mint eddig. Viszont ha az m = legnagyobb — legkisebb kiilonbség
nagyon nagy (pl. IP cimeket akarunk rendezni, ahol m nagyjabél 2128), akkor ez a mddszer
nagyon pazarld és jobban jarunk az Osszefésiiléses rendezéssel.

A ladarendezés kis moédositassal hasznalhaté akkor is, ha az input elemei nem kiilonbozéek
(ekkor a B tombben szamldlokat hasznalunk 0 — 1 értékek helyett), ezt a viltozatot részletesen
megtargyaltak a Programozas alapjai targy 3. eldadasan. Ez mutatja a ladarendezés egy tipikus
alkalmazasi médjat: konstans sok lehetséges érték fordulhat el az inputon, ekkor az eljaras
lépésszama O(n) lesz, mivel ekkor m értéke konstans.

Egyszeru adatszerkezetek

Az eddigiekben az adatainkat, a rendezendd szamokat mindig tombben taroltuk. A tomb az
egyik legegyszertibb adataszerkezet, most tobb més adatszerkezettel is meg fogunk ismerkedni.

Adatszerkezet alatt ebben a targyban azt értjiikk, hogy megmondjuk, hogy hogyan taroljuk
az adatainkat. A tarolas modjanak ott lesz jelentésége, hogy a hasznalt adatszerkezet jelentGsen
befolyasolja a hasznalt miiveletek gyorsasidgat, mi altaldaban a keresés (adott érték megkeresése
a taroltak kozott), beszuras (1j érték beillesztése), illetve torlés (adott érték megkeresése és
torlése a taroltak koziil) miiveleteket fogjuk vizsgalni.

Mielott az adatszerkezeteket targyalni kezdenénk tesziink egy kis kitérdt, megbeszéljiik, hogy
milyen formatumu adatokat akarunk tarolni. Az eddigiekben mindig szdmokrdl beszéltiink,
ezek kozott kerestiink, ezeket rendeztiik. Meggondolhatd, hogy a legtobb tanult algoritmus (a
ladarendezés kivételével) szamok helyett barmi més adattal is miikodne, feltéve, hogy a tarolt
elemeket egymassal 0ssze lehet hasonlitani. Ha példaul nem szamokat, hanem Neptun-kdédokat
akarunk rendezni, az Osszefésiiléses rendezés ugyanigy miikodik, hiszen ahhoz csak arra volt
szitkség, hogy két tarolt elemrdl meg tudjuk mondani, melyik a kisebb, pl. BATMAN el6érébb
van a sorrendben, mint JOKERI.

A valésagban azonban még ennél is bonyolultabb a helyzet, mert itt nem szamokat vagy
szavakat tdarolok, hanem tobb részbél allé objektumokat pl. (Neptun-kod, név, sziiletési datum,
sziiletési hely) négyeseket és ilyen négyesek halmazaban akarunk gyorsan keresni pl. Neptun-kéd
szerint. Ebben az altalanos helyzetben a tarolando objektumoknak mindig van egy kitiintetett
komponense, ami alapjan a térolés és a keresés zajlik, ezt kulcsnak nevezziik (a fenti példaban pl.
a Neptun kdd lehet ilyen). Ekkor, noha tobb komponensii objektumokat tarolok, a térolds/keresés



soran csak a kulcs mez6 értéke jatszik szerepet, ezért a tovabbiakban gy tekintjiik, mintha
csak ezt a kulcs mezOt tarolnank és feltessziik, hogy a téroland6 adatok szamok (vagy olyan
elemek, melyeket egyméssal tudunk hasonlitani, de az egyszertiség kedvéért mindig szamokat
fogunk mondani.)

Tomb és lista

Ahogy méar eddig is hasznéltuk, az n elemii tomb olyan adatszerkezet, amiben lefoglalunk n
darab helyett (cellainak nevezziik ezeket), a celldk meg vannak indexelve 0-t6l n — 1-ig és az
index megadésaval egy 1épésben el tudjuk érni az adott indexti cella tartalmat.

Egy masik egyszerti adatszerkezet a lista. Itt nincsenek indexek, az egymast koveto cellakat
mutatdk kotik Ossze egymadssal, a listan beliil ezek segitségével tudunk mozogni. A mutaté az az
informacid, hogy hol van a kovetkezd elem. A lista fogalmat az alabbi példaval lehet szemléltetni:
képzeljiik el, hogy kincskeresos jatékot szerveziink, amiben egy kirakods jaték darabjait kell
Osszegyujteni. A jaték elején megmondjuk, hogy hol van az els6 darab, pl. a labtorld alatt,
majd a labtorlé alatt megtalaljuk az elsé darabot, mellette egy tjabb cetlivel, hogy a masodik
darab az elészobaban, a cipék kozott van, ahol megtaldljuk a masodik darabot és egy cetlit,
higy a 3. darab a konyhaban, a kések mellett van, ahol megtaldljuk a harmadik darabot és
mellette egy cetlit, hogy ez volt az utolsé darab.

Az alabbi dbra azt mutatja, hogy hogyan képzeljiik el a listat. Ez a lista egy tgynevezett
kettos lancolt lista, amiben a kék “eleje” mutatdé mutatja a lista elsé tagjat, a kék “vége”
mutaté pedig az utolsot (hogy a listat mindkét oldalrdl indulva be lehessen jarni). A z elére
mutaté nyilak mutatjék a kovetkezd, a hatra mutaté piros nyilak pedig az eléz6 elemet (a
legutolsd elemnél a “kovetkezé” mutatd értéke “None”, az elsé elemnél az “el6z6” mutato
értéke “None”). A listdban gy tudunk mozogni, hogy vagy az elején vagy a végén elindulunk
és a mutaték mentén haladva fel tudjuk keresni az Osszes tarolt elemet (de pl. nem tudunk a
lista kézepére ugrani egy lépésben).




Miuveletek tombben és listaban

Keresés

A toémbben akkor tudunk gyorsan keresni, ha a tomb rendezett, ekkor a bindris kereséssel
O(logn) 1épésben a keresés megvaldsithat6. Listdban nem tudunk méshogy keresni, mint ugy,
hogy vagy az elején vagy a végén elindulunk és a mutaték mentén haladva végignézziik az 0sszes
elemet, amig vagy meg nem talaljuk a keresett értéket vagy a lista végére nem ériink. Ennek
lépésszama O(n).

Beszuras

A tombbe 1j elemet beszirni nem tudunk, ha a tomb tele van. Ekkor az egyetlen lehetoség
az, hogy egy ujabb, hosszabb tombot vesziink fel, abba atmésoljuk az 6sszes eddigi elemet és
belerakjuk az 1j értéket is. A gyakorlatban a tombok megvaldsitasa gy torténik, hogy egy
nagyobb tombot részlegesen toltiink csak fel elészor elemekkel tigy, hogy az elemek a tomb
elején vannak, a tomb végén levo cellak iiresek, igy a fenti probléma (nem fér bele az 1j elem a
tombbe) nem mertil fel (egy darabig). Azonban még abban az esetben, ha van hely a tomb végén,
akkor is nehézkes a beszirds, amennyiben meg akarjuk 6rizni a rendezettséget (marpedig ezt
altalaban meg akarjuk 6rizni, mert ettol lesz gyors a keresés). Eléfordulhat, hogy a beszirandé
1j elem kisebb, mint barmelyik korabbi érték, akkor az 1j elemnek az elso, a 0-s indexti cellaba
kell keriilnie, minden mas elemet hatra kell mozgatnunk eggyel, ez O(n) 1épés.

Listaban ez sokkal egyszeriibb: egyrészt a lista nem fix méretii, bévithetd, nem mertl fel az a
probléma, hogy az 1j elem nem fér be; masrészt tetszéleges helyre be tudjuk szirni az 1j elemet,
mert ha példaul A és B kozé akarok X-et berakni, akkor csak az A “kovetkez6” mutatojat kell
X-re, B “el6z6” mutatéjat X-re allitanom és X két mutatdjat A-ra &s B-re irdnyitanom. (A
lista elejére vagy végére hasonléan egyszeri beszirni.) Ez a miivelet O(1), azaz konstans 1épés,
ha meg van adva (pl. egy mutatéval), hogy mely elem elé vagy mogé kell az jat beszirni.
Torlés

A tombbol azért nehéz tordlni, mert ekkor a torolt elem utani osszes cella tartalmat balra kell
mozgatni eggyel, ami az els6 elem torlésénél sok mozgatdst jelent, a torlés 1épésszéama O(n).

Listaban a torlés is sokkal egyszeriibb ha meg van adva (pl. egy mutatéval), hogy mely elem
elél vagy mogiil kell tordlni: ha példaul A és B kozil akarjuk X-et kitorolni, akkor csak az
A “kovetkezd” mutatdjat kell X helyett B-re, B “el6zd” mutatéjat X helyett A-ra allitanom,
ennek koltsége O(1), azaz konstans.

Megjegyzések a tomb és a lista kozotti kiilonbségekrol

A tomb és a lista kozotti kiillonbséget az aldbbi szemléletes példa mutatja: ha jegyzeteket
akarunk késziteni, akkor valaszthatunk egy rogzitett lapu fiizetet vagy konyvet, aminek lapjai
szamozva vannak vagy hasznalhatunk kivehet6 lapos, kapcsos jegyzettombot is. A rogzitett
lapt, szamozott oldalu fiizetben az oldalszamok alapjan tartalomjegyzésket tudunk csindlni és
gyorsan tudunk keresni, de nem tudunk utélag betoldani extra oldalakat a jegyzet belsejébe,
csak a jegyzet végét tudjuk béviteni (és tordlni de tudunk kulturdltan). A kapcsos jegyzettombos
megoldasban nincsenek ugyan oldalszamok, ami segitene gyorsan megkeresni valamit, de barmikor
tudunk betoldani és kivenni lapokat.

A tomb és a lista adatszerkezet a legtobb programozasi nyelvben elkiiloniil, de a Pythonban
nem. A Pythonban tanult list nevii dolog (a neve ellenére) leginkdbb egy tombnek tekinthetd,
mert vannak indexek, bar a list mérete nem fix. Ebben a list-ben (noha témb-szerii) latszélag
tudunk torélni és beszirni (legalabbis vannak ilyen miiveletek a nyelvben), de ez csal6ka: mivel
a list mogott egy tomb van igazabdl, a list elejérol torolni sokkal lassabb, mint a végérdl. Ha egy



300 000 hosszu list elejérdl kitorlom az elemek tizedét, akkor az 6 masodpercig tart nagyjabdl,
ha azonbana 300 000 hosszu lista végérdl torlok, akkor az csak 0.004 masodperc. Ez azért van
igy, mert az els6 elemek torlésekor a hattarben a list modositasa sokkal tobb munkat igényel,
mint ha a végén torlok.

Binaris fak

Lattuk az el6z6 részben, hogy a rendezett tomb remek, ha keresni akarunk (a keresés 1épésszama
O(logn)), de rossz, ha beszirds vagy torlés torténik, a lista pedig ugyan jé, ha toérdlni vagy
beszirni akarunk, de lassi benne a keresés. A tovabbiakban egy olyan adatszerkezetet fogunk
megismerni, ami kombinalja a két egyszeri adatszerkezet jo tulajdonsagait: gyors lesz benne
mindhdrom miivelet (és még més miiveletek is).

Ehhez el6szor a binaris fa fogalmaval kell megismerkedniink. A binaris fdban csicsokban
értékeket tarolunk, a csicsokat pedig olyan mutatok kotik ossze, amilyeneket a listandl mar
megismertiink. Azért hivjak a fat binarisnak, mert minden csicsnak legfeljebb két gyereke
lehet. Azt a csicsot, ahol a fa “kezd6dik” gyokérnek hivjuk, azokat a csucsokat pedig, akiknek
nincs gyereke leveleknek.

Az alabbi dbra egy bindaris fat mutat, ahol a téarolt elemek a,b,c,d, e, f, g, ezeket pedig
a nyilakkal jelolt mutatok kotik Ossze: a nagy narancssarga “gyokér” mutaté mutatja a fa
gyoOkérestcsat, a kék “bal” mutaték adjdk meg minden csicshoz a baloldali gyeket (ha nincs
baloldali gyerek, akkor ennek a mutaténak az értéke “None”), a zdld “jobb” mutatok adjak
meg minden csicshoz a jobboldali gyeket (ha nincs ilyen gyerek, akkor ennek a mutaténak az
értéke “None”), a piros “sziil” mutatok pedig a sziild cstucsot adjdk meg (a gyokérnél ennek
értéke “None”).

Fontos észben tartani, hogy a faban csak a mutatok mentén tudunk mozogni, a gyokértol
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kiindulva (és pl. nem tudunk (kiilon el6késziiletek nélkiil) szintenként haladni vagy a levelekre
ugrani egy lépésben). A késébbiekben nem fogom a mutatékat berajzolni a faba, csak egy-egy
(balra vagy jobbra mend) vonallal jelzem, hogy ki kinek a gyereke.

A binaris fakrol beszélve az alabbi szohasznélatot fogjuk kovetni: egy x csics leszarazottjai
azon y csucsok a faban, akik z-bél gyerekmutatékon keresztiil (tobbet is felhasznalva esetleg)
elérhetok. Ekkor az x cstcsot az ilyen y csticsok 6sének is nevezziik.

Ha x a binaris fa egy csucsa, akkor az x gyokeri részfa az x-bol, mint gyokérbol és x Osszes
leszarmazottjabol allo fat jelenti.

Binaris fa bejarasai
Sokszor hasznos lesz az, ha egy bindris fa elemeit (valamilyen) sorban ki tudjuk irni. Mivel a
faban csak a mutatok mentén tudunk mozogni, ezért erre kiilon eljarasokat hasznélunk, rogton

harom ilyet is tanulunk. Mindharom eljaras rekurziv lesz, azaz ugy fog futni egy = gyokerii
részfan, hogy meghivja sajat magat az x gyerekeihez tartozo részfakra.

Preorder bejaras
A preorder bejarast egy x gyokerti részfara hivjuk meg (a fa teljes bejardsakor = az egész fa
gyokere lesz).

A preorder(z) eljaras pszeudokddja ez:

x meglatogatasa
preorder (bal(x))
preorder (jobb(x))

Tehat eloszor meglatogatjuk z-et, majd meghivjuk az eljarast eloszor a bal, majd a jobb
részfara. A fenti képen latott példa esetén a preorder bejaras a csucsokat a,b,d, f, e, g, c sor-
rendben keresi fel.

A preorder bejaras lépésszama O(n), ha a fanak n csticsa van, mert minden csicsndl egyszer
latogatunk és tovabbi két hivas torténik a két gyerekre, azaz 0sszesen 3n 1épésbol all az eljaras.

Inorder bejaras
Az inorder bejarasban el6szor a bal részfara hivjuk meg az eljarast (bejarjuk a bal részfat),
aztan meglatogatjuk z-et, majd meghivjuk az eljarast a jobb részfara.

Az inorder(z) eljaras pszeudokédja ez:

inorder (bal(x))
X meglatogatasa
inorder (jobb(x))

A fenti képen latott példa esetén az inorder bejaras a csucsokat d, f, b, g, e, a, ¢ sorrendben
keresi fel.

Az inorder bejdras 1épésszama is O(n), ha a fanak n csicsa van, mert minden csicsnal egyszer
latogatunk és itt is tovabbi két hivas torténik a két gyerekre, azaz Osszesen 3n 1épésbol all az
eljaras.



Posztorder bejaras
A posztorder bejardsban el6szor a bal részfara, majd a jobb részfara hivjuk meg az eljardst
(bejarjuk a két részfat), aztan latogatjuk meg z-et.

A posztorder(x) eljards pszeudokddja ez:

posztorder(bal(x))
posztorder (jobb(x))
x meglatogatasa

A fenti képen latott példa esetén a posztorder bejards a cstcsokat f, d, g, e, b, ¢, a sorrendeben
keresi fel.

A posztorder bejaras 1épésszama is O(n), ha a fanak n csicsa van, mert minden csicsnél egyszer
latogatunk és itt is tovabbi két hivéas torténik a két gyerekre, azaz osszesen 3n 1épésbdl all az
eljaras.

Mindharom bejaras alkalmas arra, hogy a faban tarolt elemeket gyorsan kiirja, tovabbi hasznos
alkalmazasi lehetOségekrol a gyakorlaton illetve a jovo éran fogunk beszélni.

Binaris keresofak

A binaris keresofak olyan binaris fak, melyekben a tarolt adatokra teljesiil a bindris kereséfa
tulajdonséag: tetszoleges x cstucsara a fanak igaz az, hogy x bal részfajaban minden elem kisebb,
mint x, x jobb részfajaban pedig midnen elem nagyobb, mint x.

Az aldbbi kép bal oldalan egy bindris keresofa lathatd, a jobb oldalan pedig egy olyan bindris
fa, amiben nem teljesiil a binaris kereséfa tulajdonsdg (mert a 8 jobb részfdjdban van 6).




