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Kivalasztasos rendezés

Lattuk, hogy az els6 eldadéas 6. algoritmusa megtaldlja egy tomb legkisebb elemét. Ha nem
csak magara a legkisebb értékre vagyunk kivancsiak, hanem arra is, hogy ez az érték hol,
melyik cellaban, azaz hanyas indexnél talalhaté, akkor a kovetkezéképpen kell a pszeudokodot
moédositani:

min := A[O]

min_hely: = 0

ciklus i = 1-t6l n-1-ig:

ha A[i] < min:

min := A[i]
min_hely:= i

ciklus vége

return min és return min_hely

Helyesség Ez az algoritmus azért helyes, mert amint elérjiikk a tomb legkisebb elemét, akkor
a min valtozdba ez a legkisebb érték bekeriil, a min_hely valtozé pedig azt az indexet fogja
felvenni, ahol éppen tartunk, vagyis a legkisebb elem cellajanak indexét, késébb pedig soha
nem irjuk mar at ezeket a valtozdkat, hiszen soha nem fogunk a legkisebb értéknél kisebbel
talalkozni.

A kivalasztasos rendezés leirasa

A fenti algoritmuson alapul egy ismert rendezo algoritmus, melynek neve kivalasztasos rendezés.

Itt a feladat a kdvetkez6: Az input egy n > 0 hosszi, csupa kiilonboz6 egész szamot tartal-
mazo A tomb, a feladat pedig az, hogy moédositsuk az A tombot gy, hogy az az elemeket ren-
dezetten tartalmazza, azaz a kimeneti A tombre igaz, hogy Afi] < Afi+1] minden 0 <i <n—2
esetén.

Kivalasztasos rendezés szovegesen

Tegyiik fel, hogy n > 1, azaz legalabb két elemii a tomb (az n = 0 és n = 1 esetekben nem kell
tenniink semmit, az elvart kimenet megegyezik a bemenettel).

1. fazis A fenti algoritmussal keressiik meg az A[0 : n — 1] tomb legkisebb elemét (és ennek
helyét), majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik fel A[0]-lal (azaz egy cserével vigyik a



legkisebb elemet a tomb elejére).

2. fazis A fenti algoritmussal keressiik meg az 1. fazisban kapott tomb A[1 : n—1] résztémbjének
legkisebb elemét (és ennek helyét), majd a megtaldlt legkisebb elemet cseréljik fel A[1]-gyel
(azaz egy cserével vigylik a legkisebb elemet a tomb 1-es indexti celldjaba, azaz a méasodik helyre
a tombben).

3. fazis A fenti algoritmussal keressiik meg a 2. fazisban kapott tomb A[2 : n— 1] résztombjének
legkisebb elemét (és ennek helyét), majd a megtaldlt legkisebb elemet cseréljiik fel A[2]-gyel
(azaz egy cserével vigyiik a legkisebb elemet a témb 2-es indexti celldjdba, azaz a harmadik
helyre a tombben).

(n-1). fazis A fenti algoritmussal keressiik meg az el6z6 fazisban kapott téomb Ajn — 2 :n — 1]
résztombjének legkisebb elemét (és ennek helyét), majd a megtalalt legkisebb elemet cseréljiik
fel Aln — 2]-vel (azaz egy cserével vigyiik a legkisebb elemet a témb utolsé el6tti cellajaba).

Példa

Input téomb: 8,5, —4,0, 10

Az 1. fazis soran a megtalalt minimum a —4, ennek indexe 2, az 1. fazis végén a kapott tomb:
-4, 5,8, 0, 10.

A 2. fazis soran a megtalalt minimum a 0, ennek indexe 3, a 2. fazis végén a kapott témb: -4,
0, 8, 5, 10.

A 3. fazis soran a megtalalt minimum a 5, ennek indexe 3, a 3. fazis végén a kapott tomb: -4,
0, 5, 8, 10.

A 4. fazis (egyben utolsé fazis) sordan a megtaldlt minimum a 8, ennek indexe 3, a 4. fazis végén
a kapott tomb: -4, 0, 5, 8, 10 (itt igazdbdl nem tortént valédi csere, mert a 8-as szam jé helyen
volt mér).

A kivéalasztdsos rendezés megtekinthetd animélt formaban itt: https://visualgo.net/bn/sorting
(A fels6 sorban levé mentiben a SEL (selection sort) lehetdséget kell valasztani.)

Helyesség

Ez az eljaras helyes, mert az 1. fazis utan az input tomb legkisebb eleme az elsé cellaba kertil
és késobb innen soha el nem mozditjuk. A 2. fazis utan a maradék elemek koziil a legkisebb,
vagyis a tomb 2. legkisebb eleme a 2. cellaba keriil és innen soha el nem mozditjuk késébb.
Altaldban is igaz, hogy a k. fazis utdn a tomb legkisebb k eleme mér a helyén lesz és soha nem
mozdul el onnan késébb, igy az eljards végére mindenki a helyére fog keriilni.

Megjegyzés a csere megvaldsitasarol

Amikor azt mondjuk, hogy az i és j indexti celldk elemeit felcseréljiik, akkor igazabdl az alabbi
torténik:

temp := A[i]
ALl := A[j]
A[j] : = temp

Azaz az i indexii cella értékét egy temp (mert temporary) nevii véltozéban eltéroljuk és innen
irjuk majd vissza ezt az értéket a j indext cellaba, miutan az ¢ indextii celldbe beleraktuk a j
indexti cella értékét.



Gondoljuk meg, hogy ez az eljaras akkor is megfelel6, ha i = j.

Kivalasztasos rendezés pszeudokdddal
Nézziik meg, hogy mit jelentenek az egyes fazisok pszeudokdddal leirva:

1. fazis

min := A[O]
min_hely: = 0
ciklus i = 1-t6l n-1-ig:
ha A[i] < min:
min := A[i]
min_hely:= i
ciklus vége
csere A[0] és A[min_hely]

2. fazis

min := A[1]
min_hely: =1
ciklus i = 2-t6l n-1-ig:
ha A[i] < min:
min := A[i]
min_hely:= i
ciklus vége
csere A[1] és A[min_hely]

3. fazis

min := A[2]
min_hely: = 2
ciklus i = 3-té6l n-1-ig:
ha A[i] < min:
min := A[i]
min_hely:= i
ciklus vége
csere A[2] és A[min_hely]

(n-1). fazis

min := A[n-2]
min_hely: = n-2
ciklus i = n-1-tél n-1-ig:
ha A[i] < min:
min := A[i]
min_hely:= i
ciklus vége
csere A[n-2] és A[min_hely]



Ez igy még nem egy jol megirt pszeudokdd, hiszen a leirasdnak a hossza attol fiigg, hogy
mekkora n értéke, de ha két egymasba agyazott ciklust hasznalunk, akkor méar megkapjuk
az elobbi szoveges leirdshoz tartozd pszeudokodot. A kiilsé ciklus fogja szabdlyozni azt, hogy
melyik résztombben dolgozunk (hényas cellatdl kezdve keressitk a minimumot), a belsé ciklus
pedig az igy meghatarozott résztombben keresi meg és mozgatja a résztomb elejére a legkisebb
értéket.

ciklus j = 0-t6l (n-2)-ig:
min:= A[j]
min_hely := j
ciklus i = j+1-t6l (n-1)-ig:
ha A[i] < min:
min:= A[i]
min_hely:= i
ciklus vége
csere A[j] és A[min_hely]
ciklus vége

Helyesség

Mivel ez a pszeudokdd az el6z6 szoveges leirast valdsitja meg (amirdl mar lattuk, hogy j6), ezért
helyes eredményt ad.

A kivalasztasos rendezés lépésszama, motivacio egy fontos, 1ij definiciora

Adjunk felso becslést a kivalasztasos rendezés 1épésszamara az input méretének fliggvényében!

Az input mérete most a tomb hossza, azaz n, 1épésnek pedig az Osszehasonlitas, a csere és az

értékadas szamit.

Osszehasonlitasbél n — 1 +n —2+n—34 ...+ 2+ 1 van (az 1. fazisban n — 1, a 2. fazisban

@ osszehasonlitas. Cserékbdl minden fazisban legfeljebb 1 van,

n(n—1)
2

n — 2, sth.), ez Osszesen
azaz Osszesen legfeljebb n — 1, értékadasbdl pedig legfeljebb 2(n — 1) + 2 - van (mert a
kiils6 ciklus magénak minden lefutasa 2 értékadast tartalmaz, utana pedig legfeljebb kétszer
annyi értékadds van, mint Osszehasonlitds). Ezek alapjan a kivalasztdsos rendezés 1épésszama

legfeljebb 3 - M0 4 3(n — 1),

1. megjegyzés

Vegyiik észre, hogy a lépésszamra csak felsé becsléstink van, pontosan nem tudjuk meghatarozni,
hiszen a lépések szama nem csak az n értékétdl fiigg, hanem az adott inputtdl is. Az viszont
biztosan igaz, hogy a kapott 3 - nln=l) 4 3(n — 1) becslés minden egyes n méretii input esetén

2
fels6 korlat a lépések szamara.

2. megjegyzés

A 1épésszam vizsgalatakor azok az érdekes esetek, amikor n értéke nagy, mert a lépésszambecslést
azért csinaljuk, mert azt szeretnénk tudni, hogy mennyire lesz lassi az algoritmus akkor, ha
nagy inputokon kezdjitk hasznalni (mennyire fog lelassulni, milyen gyorsan fog lelassulni, ha n
no).

Ha viszont n nagy, akkor az 3 - @ +3n—-1)=3- %2 —1.5n+ 3(n — 1) Gsszegben a 3 - "72
tényezd fog domindlni, a masik két tagnak szinte semmi szerepe nem lesz. Ezt jol lathatjuk,

ha &brézoljuk a 3 - % —15x+3(x—1)és 3- % fiiggvényeket (példdul a fooplot.com online



fiigvényabrazol6 programmal 0 < x < 1000 és 0 < y < 1500000 beéllitasokkal), szinte alig latni
a kiilonbséget a két fliggvény kozott.

3. megjegyzés

Amikor 1épésszamokrdl beszéliink, akkor altaldban (szinte mindig) beérjiik annak meghatarozasaval,
hogy a fels6 becslés n-nel, nlogn-nel, n?-tel, n3-bel ardnyos-e és nem torédiink azzal, hogy a
fels6 becslés n, 3n vagy 100n alakui-e, vagyis hogy milyen, mekkora ¢ konstans van az n-es tag
elott. Ez azért van igy, mert azt szeretnénk a becsléssel leirni, hogy milyen tempodban fog az al-
goritmus futdsa lassulni, ebbdl a szempontbdl pedig az n, 3n és 100n-es algoritmusok ugyanigy
viselkednek, mig példaul az n’-es algoritmus gyokeresen méshogy.

Mit jelent az, hogy ugyanolyan tempdban lassul az n-es, 3n-es és 100n-es algoritmus? Ha egy
n 1épésszamu algoritmust egy S méretii input helyett 25 méret inputon futtatunk, akkor
a lépésszam S-r0l 2S5-re véltozik, azaz megduplazodik. Ha a 3n lépésszamu algoritmust fut-
tatjuk S méretli input utdn 2S5 méretit inputon, akkor a lépésszam 3S helyett 3(25) = 6S
lesz, azaz megduplézodik és ugyanez torténik a 100n-es lépésszamu algoritmussal: 1005 helyett
100(2S) = 200S lesz, azaz megduplazddik a lépésszam, ha kétszer akkor inputon fut az algorit-
mus.

Mi a helyzet egy n2-es algoritmussal? Itt ha S helyett kétszeres méretii, azaz 25 méretii inputon
futtatjuk az algoritmust, akkor a lépésszam S? helyett (25)2 = 452 lesz, azaz négyszeres lesz
a futdsi id6 és ez igaz minden c - n? 1épésszamu algoritmus esetén tetszdleges ¢ pozitiv szdm
esetén.

Ha pedig c - n? 16pést tesz egy algoritmus (ahol ¢ tetsz6leges pozitiv szdm), akkor a lépésszdm
nyolcszorosra fog néni (barmi is a ¢ értéke), mikézben az input mérete megduplazodik.

A fenti gondolatmenet mutatja, hogy ha minket az érdekel (mérpedig ez érdekel minket), hogy
input méretének novekedésével milyen tempoban lassul az algoritmusunk, akkor teljesen jogos
az Osszes ¢ - n 1épésszami eljdrast egy kalap ald venniink (és az osszes ¢ - n-est, stb.).

A nagy Ordé jelolés

A félév soran éltaldban T'(n)-nel jeloljiik azt a fliggvényt, ami leirja egy algoritmus 1épésszamat.
Ez a fliggvény mindegyik n érték esetén azt adja meg, hogy mennyi 1épést tesz az algoritmus a
legrosszabb n méretli inputon. A nehézség abban &ll, hogy ezt a fiiggvényt nem tudjuk pontosan
kiszamolni (nem tudjuk altaldban, hogy melyik a legrosszabb input és nem tudjuk pontosan
megszamolni a 1épéseket, ha az algoritmus bonyolult) igy jobb hijan becsiilni prébaljuk majd
ezt a T'(n) fiiggvényt.

Az eloz6 rész megjegyzései igy foglalhatok ossze:

1. Fels6 becslést szeretnénk adni az algoritmus 7'(n) 1épésszamdara az input méretének, n-nek
a fiiggvényében

2. Az az érdekes, hogy mi torténik, ha az n értéke nagy (vagyis elég, ha a becslés nagy n-ekre
igaz)

3. Nem szdmit, hogy a becslésben az n-es (n’-es, nlogn-es, stb.) tag el6tt milyen konstans
all.

Ezeket a pontokat fogalmazza meg a kovetkezé definicio:



Definicié
Egy algoritmus T'(n) 1épésszama O(f(n)) (igy mondjuk, hogy T'(n) nagy ordé f(n)), ha van
olyan c¢ pozitiv konstans és ng pozitiv egész kiiszobérték, hogy

T(n) <c-f(n)

becslés igaz, ha n > ny.
Figyeljiikk meg, hogy a fenti definiciéban mindharom kordbbi szempont megjelenik:
1. T'(n)-t felillrél becsiiljitk

2. egy olyan becsléssel, ami nagy értékekre (az ng kiiszobértéknél nagyobb n-ekre) igaz, gy
hogy

3. nem szamit, hogy milyen konstans all az f(n) tag elétt.

Az j definiciét hasznalva adjunk felsé becslést a kivalasztdsos rendezés 1épésszamaral

Lattuk mér a kordbbiakban, hogy a kivélasztdsos rendezés T'(n)-nel jelolt 1épésszaméra igaz

(n > 2 esetén), hogy

n(n—1)
2

Mivel n(n — 1) < n? mindig igaz ezért a kivdlasztdsos rendezés T'(n) 1épésszdma O(n?), a

definiciéban ¢ = 1, ng = 2 értékeket hasznalva.

T(n) < +n—1<n(n-1)

Példa Ha egy algoritmus T'(n) 1épésszaméara fenndll, hogy T'(n) < 17n® —2n?+ 25, amennyiben
n > 1, akkor az algoritmus lépésszdma O(n?), mert:

T(n) < 17n® — 2n* + 25 < 17n° + 25 < 17n° + 25n° = 42n°
Vagyis a ¢ = 42, ny = 1 (mert a becslések mindig igazak voltak) valasztas megfelels a
definiciéba.
Még egy példa Ha egy algoritmus T'(n) lépésszdmara fenndll, hogy T'(n) < 100n?+42logn+7,
amennyiben n > 10, akkor az algoritmus lépésszdma O(n?), mert:

T(n) < 100n* 4 42logn + 7 < 100n? + 42n? + 7Tn? = 149n?

(itt haszndltuk, hogy logn < n? és 7 < Tn?).
A fentiek alapjan a ¢ = 149, np = 10 (mert a kiinduldsi becslés 10-tél volt igaz) vélasztés
megfelel6 a definicidéba.

Es még egy példa Ha egy algoritmus abbdl all, hogy n-szer futtatunk le (egy ciklussal) egy
olyan ciklusmagot, ami O(n) lépésszami, akkor ez az algoritmus O(n?)-es.

Ez azért van igy, mert ha a ciklusmag O(n)-es, akkor a definici6 szerint van olyan ¢ konstans
és ng kiiszob, hogy a ciklusmag minden egyes lefutasa legfeljebb cn 1épést igényel, amennyiben
n > ng. Ekkor T'(n)-re, az egész algoritmus 1épésszaméra érvényes a

T(n)<n-cn=c-n?

becslés, n > ng esetén, vagyis ezzel a ¢ és ng vdlasztdssal teljesiil az O(n?)-es definicié.



Buborékrendezés

Az elsé feladatsor 1. feladatdhoz hasonléan (ahol minimumot kerestiink ezzel a stratégidval) a
kovetkezo pszeudokdd egy n > 2 hosszi tombben a legnagyobb elemet a tomb végére mozgatja:

ciklus i = 0-tél n-2-ig:
ha A[i] > A[i+1]:
cseréljik meg A[i]-t és A[i+1]-et
ciklus vége

Ezen eljaras helyes, mert a legnagyobb elemet onnantél kezdve, hogy elérjiik, végig jobbra
mozgatjuk, igy a végén a tomb utolsé cellajaba keriil.

Az eljérés lépésszama O(n), mert az utolso elem kivételével a tomb minden eleménél legfeljebb
két 1épést tesziink (egy Osszehasonlitds és legfeljebb egy csere), azaz T'(n) < 2(n — 1) < 2n,
vagyis teljesiil a definicié ¢ = 2, ng = 2 valasztassal.

Ezen eljaras felhasznaldsaval készithetiink egy rendezoalgoritmust is, melynek neve buborékrendezés.

Buborékrendezés szovegesen

Tegyiik fel ismét, hogy n > 1, azaz legalabb két elemii a témb (az n = 0 és n = 1 esetekben
nem kell tenniink semmit, az elvart kimenet megegyezik a bemenettel).

1. fazis A fenti algoritmust lefuttatjuk az A[0 : n — 1] témbon.

2. fazis A fenti algoritmust lefuttatjuk az 1. fazisban kapott tomb A[0 : n — 2] résztémbjén.
3. fazis A fenti algoritmust lefuttatjuk a 2. fazisban kapott tomb A[0 : n — 3| résztombjén.

(n-1). fazis A fenti algoritmust lefuttatjuk az eléz6 fazisban kapott témb A0 : 1] résztémbjén.

Példa
Input témb: 8,5, —4,0, 10
Az 1. fazis utan (amikor a fenti algoritmus a teljes témbon fut) a kapott tomb: 5, —4, 0,8, 10

A 2. fazis utan (ahol a fenti algoritmus az els6 4 cellabdl allé résztémbon fut) kapott tomb:
—4,0,5,8,10

A 3. fazis utan (ahol a fenti algoritmus az elsé 3 celldbdl all6 résztombon fut) kapott témb:
—4,0,5,8,10 (itt csere nem tortént, csak Osszehasonlitdsok)

A 4. fazis utdn (ez egyben az utolsé fazis, ahol a fenti algoritmus az elsé két cellabdl 4ll6
résztombon fut) a kapott tomb: -4, 0, 5, 8, 10 (itt csere nem tortént, csak dsszehasonlitasok).

A buborékrendezés megtekintheté animalt formdban itt: https://visualgo.net/bn/sorting (A
fels6 sorban levé meniiben a BUBBLE SORT lehetéséget kell valasztani.)

Helyesség

Ez az eljaras helyes, mert az 1. fazis utan az input tomb legnagyobb eleme a tomb végére keriil,
vagyis éppen oda, ahol a rendezett sorban allnia kell és késébb innen soha el nem mozditjuk.
A 2. fazis utan a maradék elemek koziil a legnagyobb, vagyis a tomb 2. legnagyobb eleme az
utolsé el6tti cellaba keriil és innen soha el nem mozditjuk késobb. Altaldban is igaz, hogy a k.
fazis utan a tomb k legnagyobb eleme mar a helyén lesz és soha nem mozdul el onnan késébb,
igy az eljaras végére mindenki a helyére fog kertilni.



Buborékrendezés pszeudokdddal

Hasonléan a kivalasztasos rendezéshez, itt is két, egymasba agyazott ciklusra lesz sziikségiink
a pzseudokodban. A kiilsé ciklus fogja szabalyozni azt, hogy mekkora annak a résztombnek
a hossza, amiben dolgozunk (amin beliil a legnagyobb elemet a végére mozgatjuk), a bels6
ciklus pedig azt fogja megvaldsitani, hogy a kiils6 ciklus altal definialt résztombon végigmenve
a legnagyobb elemet a résztomb végére mozgatja.

ciklus j = n-1-t6l1 1-ig: // az A[0:j] tombben dolgozunk
ciklus i = 0-t61 (j-1)-ig:
ha A[i]> A[i+1]:
csere A[i] és A[i+1]
ciklus vége
ciklus vége

A fenti kédban a // jel utdni rész a komment, amit azért irunk ide, hogy a j ciklusvéltozo
szerepét elmagyarazzuk.

A buborékrendezés 1épésszama

Ha pontosan akarunk szamolni, akkor mondhatjuk, hogy osszehasonlitasbél n —1+n—24...+
2+1= @ van (mert az els6 fazisban n — 1, aztdn n — 2, stb.), csere pedig legfeljebb annyi
van, mint Osszehasonlitds (sose cseréliink gy, hogy nem volt el6bb Gsszehasonlitds) vagyis a
lépésszamra igaz, hogy

nn—1) n(n-—1)

T(n) < 5t =n(n—1) <n?

vagyis a buborékrendezés 1épésszama O(n?), mert ¢ = 1, ny = 2 vélasztassal teljesiil a definicié.

De becsiilhettiink volna nagyvonalibban is gy, hogy a kiilso ciklus legfeljebb n-szer fut le
(igazdbdl n — 1-szer fut le pontosan) és minden lefutdsa O(n) 1épés, mert egy legfeljebb n hosszi
tombben futattjuk azt az algoritmust, aminek lépésszdma ¢ méretli tomb esetén O(¢). Ez azt
jelenti, hogy (a kordbban latottak alapjan, miszerint n - O(n) az O(n?)) a buborékrendezés
O(n?)-es algoritmus.

Megjegyzés A buborékrendezés nem O(n)-es algoritmus. Ezt gy mutathatjuk meg, hogy
észrevesszik, hogy Osszehasonlitdsbél mindig van "(”2_1) darab, vagyis T'(n) > @ és ha
T(n) O(n) lenne, akkor lenne olyan ¢ konstans és ng kiiszobérték, hogy T'(n) < cn teljesiilne,
ha n > ng.

A T(n) > @ és T'(n) < cn egyenlétlenségeket Osszekapcsolva azt kapnénk ekkor, hogy

n(n27_1) <T(n) < cn, azaz @ < cn, amennyiben n > ny.

Az egyenl6tlenséget n-el elosztva azonban azt kapjuk, hogy @ < ¢ ha n > ng, ami ellent-
mondas, vagyis a kezdeti feltevésiink (hogy 7'(n) O(n)-es) biztosan hibas volt, hiszen minden

mas 1épés helyes volt a levezetésiinkben.



