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Legrovidebb ut keresése élsulyozott grafban

Az el6z6 részben emlitettiik, hogy a topologikus sorrend azért is hasznos, mert vannak olyan fe-
ladatok, amiket konnyebben meg tudunk oldani, ha az inputot alkoté grafban tudunk topologikus
sorrendet talalni. Az egyik ilyen feladat a legrévidebb ut keresése irdnyitott vagy irdnyitatlan
élsulyozott grafokban.

Elstlyozott grafok
Most el6szor megismerkediink az élsulyozott graf fogalmaval és azzal, hogy hogyan lehet egy

élsulyozott grafot reprezentalni szomszédossagi matrix-szal.

Egy élsilyzott graf (lehet irdnyitott vagy irdnyitatlan is) esetén definidlva van az éleken egy
c(e) sulyfliggvény, ami a graf minden éléhez egy valds szamot rendel hozzd, ez az él silya vagy
hossza. Ez a szam nem feltételeniil pozitiv, lehet 0 vagy negativ érték is.

Az alabbi grafok élsilyozott grafok, az els6 iranyitott, a masodik iranyitatlan:

a
1 2
b c
2
3 1
d 4 e

Az élsilyozott grafokat is szomszédossdgi méatrix-szal fogjuk megadni, de most ennek az A
matrixnak az elemei nem 0-1 értékek lesznek, hanem tetszoleges valés szamok és oo értékek az
aldbbi szabaly szerint:



e ha az irdnyitott esetben az 7 csticsbol nincs €l a j cstcsba, illetve az iranyitatlan esetben
nincsen él i és j kozott, akkor Ali, j] = oo

e ha az irdnyitott esetben az i csiicsbdl ¢(i, 7) stlyt él vezet a j csicsba, illetve az irdnyitatlan
esetben ¢(i, j) silyu él van i és j kozott, akkor Ali, j| = (3, j)

A fenti grafok szomszédossagi matrixai ezek lesznek:

oo 3 2 oo ™
oo oo 1 8 0
00 00 o0 7 00
00 00 00 00 00
00 00 00 —3

g8 w8
— o= R
R
~8 8 8
g =~ B

Azért kell co értéket haszndlnunk a nem létezd él jelzésére, mert a 0 hasznalata félrevezetd
lenne, hiszen eléfordulhat 0 sulyt él is.

Az eddig tanult, nem élsulyozott grafokon futé algoritmusok kis valtoztatassal ezutan is hasznalhatdk
lesznek (pl. BFS, DFS), annyi médositasra lesz csak sziikség, hogy minden esetben amikor eddig

az Ali, j] == 1 feltétel ellenérzésével azt néztiik meg, hogy egy nem élsilyozott grafban van-e

él 1-bél j-be, akkor most ezt a feltételt Ali, j|! = oo ellenérzésre kell cserélniink. Ez a médosités
nem érinti a lépésszamot, igy az Osszes eddigi algoritmus a korabban tanult 1épésszammal fut
élsulyozott grafok esetén is.

Legrovidebb 1t keresése adott kezd6csicsbol

Ebben a feladatban az input egy élsilyozott (irdnyitott vagy irdnyitatlan) G grafbdl és a G
graf egy s csicsabol all, a feladat pedig az, hogy megkeressiik a graf minden v cstcsara az s-bol
v-be vezetd legrovidebb utat, ahol az 1t hossza alatt az utat alkotd élek élsilyainak Osszegét
értjuk.

Vegyiik észre, hogy ezt a feladatot mar megoldottuk egy nagyon specidlis esetben a BFS
(szélességi bejards) tavolsdgot szamold valtozatdval O(n?) idében. Ezt az eljarast akkor haszndltuk,
amikor nem voltak élsulyok és az Ut hossza az Ut éleinek szamat jelentette, de ez az eset
felfoghat6 ugy is, hogy vannak élstlyok, csak minden élsily 1, erre az esetre tehdt mar van
algoritmusunk.



Legrovidebb ut keresése DAG-ban, tetszoleges élsulyok
mellett

Most egy masik specidlis esetben fogjuk megoldani a legrovidebb utak problémajat: akkor,
amikor a graf egy DAG.

Otlet

Az algoritmus Otlete a kdvetkezd: topologikus sorrendet keresiink a grafban (ami létezik, hiszen
G DAG) és ezen sorrend szerint haladva minden v csticsra meghatérozzuk az s-t6l vett tavolsagot
(tavolsag alatt a legrévidebb ut hosszat értjiik) és azt is, hogy a legrévidebb s-bdl v-be vezet6
uton melyik a v-t megel6z6 csucs, honnan érkezik az 1t v-be.

Ezeket az informaciokat két tombben fogjuk tarolni:

e a tdvolsdg tomb tarolja majd a csucsok s-tol vett tavolsagat

e a honnan tomb pedig minden csticsra megadja, hogy melyik cstcsbol érkezik a legrovidebb
ut

Az algoritmus szovegesen és az algoritmus josaganak indoklasa

1. Toplogikus sorrendet keresiink GG-ben a DFS-et hszndlé eljarassal.

2. tavolsagfvj= oo minden v-re és honnanlv] = % minden v-re (még nem ismeriink egy
tavolsdgot sem és nem tudjuk, hogy honnan jonnek a legrévidebb utak)

3. Végigmegylink a csicsokon a toplogikus sorrend szerint és

(a) Azokra a cstcsokra, amik s el6tt vannak a topologikus sorrendben marad a tdvolsdg[v/=
00 és honnan[v] = * (mert az s-et megel6z6 csticsokba nem lehet s-bol eljutni, hiszen
a topologikus sorrendben minden él balrél jobbra halad, vagyis ezekbe a csicsokba
egyaltalan nincsen it s-bdl))

(b) tdvolsdg[s/= 0 és honnan[s] = s (mert s-bol sajat magaba csak az az egyetlen 1t
van, amiben nincs él, hiszen a grafban nincs kor)

(c) Ha egy v csucs s utan van és s-bol el akarunk jutni v-be, akkor ezen az iton van
egy v-t megel6zo u csics, vagyis mindegyik, az s-bol v-be vezeto Ut egy s-bol u-ba
vezeto utbol és az u-bdl v-be meno élbdl all. Ez az u cstics a topologikus sorrendben
biztosan korabban van, mint v, hiszen v-be csak korabbi cstcsokbdl vezetnek élek.
Mivel a csucsokon a topologikus sorrend szerint haladva megyiink végig, ez azt je-
lenti, hogy amikor v-hez ériink, akkor tdvolsdglu] mar ismert és a legrovidebb olyan
s-b6l v-be vezetd utnak a hossza, ahol a v el6tt kozvetleniil u all tdvolsdg[u] 4 c(u, v).
A legrovidebb s-bél v-be vezetd 0t tehat az Gsszes ilyen tdvolsdglu] + c(u,v) érték
koziil a legkisebb lesz (figyelembe vessziik az Gsszes lehetséges u csticsot), vagyis

tdvolsdgv] = {Ln_lg} {tavolsdg[u] + c(u,v)}

Miké6zben meghatarozzuk a fenti képlettel a tdvolsag[v] értéket, az is kidertil, hogy
melyik u csticsnal talaltuk meg a minimumot, azaz honnan jon a legrovidebb 1t, erre
az u csicsra allitjuk be a honnan|v]-t.
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Mielott megnéznénk a fenti algoritmus pszeudokdodjat és 1épésszamat nézziik meg az algoritmus
futasat egy konkrét példan.

Az alabbi grafot mar rogton ugy rajzolzuk fel, hogy a csicsok topologikus sorrendben vannak,
a csucsok folé irt zold szam a tdvolsdg, a csicsok ala irt piros érték a honnan tomb értéke, a
pirossal jelolt élek mutatjak ugyanezt az informaciot, hogy honnan érkezik a legrévidebb ut. A
kezddcestics a ¢ cstcs.

Nézziik végig cstcsrol csucsra, hogyan talaljuk meg a tdavolsdg és a honnan tomb értékeit:

e Mivel a és b a c el6tt vannak a toplogikus sorrendben, ezért rajuk tdvolsdg/a/= oo,
honnanla] = * és tdvolsig[bj= oo, honnan[b] = .

e Mivel ¢ a kezdGestics: tdvolsdg/c/= 0, honnanlc] = c.

e A d csucsba csak a c-bol vezet él, ezért
tavolsdgld] = mig {tavolsdg[u] + c(u,d)} = tdvolsdglc] + c(c,d) =0+ 1=1 és
u—>
honnan[d] = c.
e Az e csucsot harom irdnybodl lehet elérni: a b, a ¢ vagy a d csticsbdl, ezért:
tavolsagle] = min {tdvolsdglu] + c(u,e)} =
u—e
= min{tdvolsdg[b] + c(b, e), tavolsdg|c|] + c(c, e), tdvolsag|d] + c(d,e)} =

=min{co+7,0+2,14+0} =1
Az is kidertilt, hogy a minimum a d cstcsnél volt, vagyis honnan[e] = d.

o Az f cstcsba csak a ¢-bdl vezet él, ezért
tavolsag[f] = migcl {tavolsdglu] + c(u, )} = tdvolsag|c] + c(c, f) =0+ 4 =4 és
u—

honnan[f] = c.

e A g csucsot harom iranybdl lehet elérni: a ¢, a d vagy az e csucsbdl, ezért:
tavolsdglg] = min {tdvolsdglu] + c(u, g)} =
u—g
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= min{tdvolsdg|c| + c(c, g), tavolsdg[d] + c(d, g), tavolsdgle] + c(e, g)} =
=min{0+7,1+3,14+2} =3
Az is kidertilt, hogy a minimum az e cstcsnél volt, vagyis honnan[g] = e.

e A h cstcsot is harom iranybdl lehet elérni: az e, az f vagy a g csucsbdl, ezért:
tdvolsdglh] = mi% {tavolsag[u] + c(u, h)} =
u—

= min{tdvolsdgle] + c(e, h), tdvolsdg[f] + c(f, h), tdvolsdg[g] + c¢(g,h)} =

=min{l+84+1,3—-2} =1

Az is kidertilt, hogy a minimum a g csticsnal volt, vagyis honnan[h] = g.
Az algoritmus pszeudokoddja és lépésszama

A DAG-ban legrévidebb utat keresé algoritmus harom részbdl all:

1. Az algoritmus ugy kezddédik, hogy DFS segitségével topologikus sorrendet készitiink, en-
nek a pszeudokodjat mar korabban megtargyaltuk.

2. Létrehozunk két tombot, tdvolsdglv] = oo minden v-re és honnan|v] = * minden v-re.

3. Ezutén a kovetkezo pszeudokdddal megyiink végig a csicsokon a topologikus sorrendet
kovetve, a kodbna A a szomszédossagi matrixot jeloli:

ciklus v-vel végig a csucsokon a topologikus sorrendet kovetve:
ha v az s csics elétt van:

tavolsagl[v] := végtelen // marad végtelen
honnan([v] := * // marad *
egyébként ha v ==
tavolsaglv] : =0
honnan[v] := s
egyébként:
ciklus u = 1-tél n-ig:
ha Afu,v] != végtelen: // ha van él u-bél v-be
ha tavolsagl[ul + c(u,v) < tavolsaglv]: // u-n &t rovidebb az ut
tavolsaglv] := tavolsaglu]l + c(u,v)
honnan[v] :=u

ciklus vége
elagazas vége
ciklus vége

A fenti kédban egyetlen rész van, ami a korabbiak utan magyarazatra szorul: a bels6
ciklus az a rész, ahol megtaldljuk a minimalis tdvolsdg[u] + c(u,v) értéket.

Az algoritmus 1épésszamardl a kovetkezét mondhatjuk:
1. A DFS-en alapuld, toplogikus sorrendet taldlé eljardsrél mér lattuk, hogy O(n?) 1épés.

2. A két n méretii tomb létrehozédsa és feltoltése O(n).
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3. A fenti pszeudokddot alkoto kiilso ciklus magja n-szer fut le, mert minden csticsot egyszer
néziink meg. A ciklusmag az s el6tti v-k esetén O(1), s-re szintén O(1), az s uténi
cstcsokra pedig egy n-szer lefuté ciklusmagu belsé ciklus, ahol a ciklusmag O(1), vagyis
ebben az esetben a ciklusmag O(n). Latjuk tehét, hogy a kiilsé ciklus magja O(n)-es és
mivel n-szer fut le, ezért a kiils ciklus, vagyis a kéd 1épésszama O(n?).

Azt kaptuk tehdt, hogy ha a graf DAG, akkor O(n?) 1épésben tudunk legrovidebb utat
talalni egy s kezddcesucsbol minden mas csucsba.

Leghosszabb 1ut keresése DAG-ban egy adott kezd6csiucsbol

Ha nem a legkisebb 0sszstlyt, hanem a legnagyobb oOsszsilyu utat akarjuk megtalalni egy
kezdd s csticsbol egy DAG-ba, akkor az el6bbiekhez hasonlé algoritmust hasznalhatunk. Annyi
modositdsra van csak sziikség, hogy a toploogikus sorrend megkeresése utan a tdvolsdg tomb
helyett egy leghosszabb[] tombot hozunk létre gy, hogy leghosszabb[v] :== —oo minden v-re (a
honnan tomb marad, ahogy volt, azaz honnan[v] := x).
Amikor pedig végigmegyiink a csticsokon, akkor a bejovo u — v éleket végignézve a legnagyobb
értéket valasztjuk, azaz a képletben

leghosszabb[v] = max {leghosszabb|u] + c(u,v)}
A pszeudokdédban pedig: o

ciklus v-vel végig a csicsokon a topologikus sorrendet kovetve:
ha v az s csics el6tt van:

leghosszabb[v] := - végtelen // marad - végtelen
honnan[v] := * // marad *
egyébként ha v == s:
leghosszabb[v] : =0
honnan[v] := s
egyébként:
ciklus u = 1-tél1 n-ig:
ha Alu,v] != végtelen: // ha van él1 u-bél v-be
ha leghosszabb[u] + c(u,v) > leghosszabbl[v]: // u-n at hosszabb az it
leghosszabb[v] := leghosszabbl[u] + c(u,v)
honnan([v] :=u

ciklus vége
elagazas vége
ciklus vége

A legrovidebb utak eseténél latott érveléshez teljesen hasonlé médon lathato be, hogy ez az
eljaras helyes és mivel a kédben a lépésszamot érinté valtoztatas nem tortént, ezért a lépésszam
a leghosszabb 1t keresése esetén is O(n?).

Az, hogy mind legrovidebb, mind leghosszabb utat tudunk O(n?) 1épéshen taldlni, amennyiben a
graf DAG nagyon kiilonleges és jo hir. Altalanos esetben, ha a graf nem DAG sokkal nehezebb
ezeket a feladatokat megoldani. A legrovidebb 1t keresését altalanos grafokban a kovetkezd



fejezetben targyaljuk (kicsit) és azt fogjuk latni, hogy a legjobb ismert algoritmus is O(n?)
1épésszdmu (szemben a DAG-os O(n?)-es 1épésszammal).

Még nagyobb a kiilonbség a DAG-os és az altalanos eset kozott a leghosszabb it keresése esetén.
Ismert (de ezt nem targyaljuk részletesen), hogy a leghosszabb 1t keresése altaldnos grafban
ugynevezett NP-teljes feladat, ami azt jelenti, hogy jelenleg nincsen ra hatékony algorimus,
a legjobb ismert eljarasok is exponencialis 1épésszamuak, sét egy hires sejtés szerint az NP-
teljesség miatt soha nem is lesz erre a feladatra hatakony eljaras. Ezért kell nagyon oOriilni
annak, hogy amennyiben a graf DAG, akkor van egy O(n?)-es algoritmusunk.

Legrovidebb ut keresése adott kezdocsucsbdl altalanos
esetben

Ebben a részben azt vizsgdljuk meg, anélkiil, hogy a részletekbe nagyon belemennénk, hogy
hogyan lehet legrovidebb utat keresni egy adott kezddcsicsbol az dltalanos esetben, ha sem a
grafra, sem az élsilyokra nincsen semmi megkotés.

Azt vessziik észre elOszor, hogy a teljesen altalanos esetben nem is biztos, hogy értelmes a fela-
dat, el6fordulhat, hogy nincsen legrovidebb Osszsiilyu elérése egy v csticsnak az s kezddcsucsbol.
Ez példaul az alabbi grafban is igy van:

C-5

2

3

Ebben a grafbna van egy —2 6sszhosszu elérés s, a, b iton s-bdl b-be, de van —4-esis s, a, b, ¢, a, b-
n at, sot minél tobbszor megyiink kérbe az a, b, ¢ koron, egyre kisebb és kisebb értékeket tudunk
kapni.

Azt vettiik most észre, hogy ha a grafban van olyan kor, aminek Osszsilya negativ és ez a
kor elérheté az s-bol, akkor nem 1étezik legkisebb 6sszstlyt elérés. Ebbol a helyzetbdl két kint
kinalkozik:

e Szoritkozzunk utakra, azaz olyan elérésekre, ahol egy cstcsot csak egyszer lehet hasznélni,
azaz keressiik a legrévidebb valédi utat, ahol nincs ismétlodo csuces. Sajnos ez a feladat is
egy NP-teljes feladat, azaz nincs ra gyors algoritmus és valdszintiileg nem is lesz soha.

e Zarjuk ki az olyan grafokat a feladatbdl, amikben van negativ osszsulyu kor. Ebben az
esetben mar megoldhaté lesz a feladat, ismert rd O(n?) 16pésszdm algoritmus, a Bellman-
Ford algoritmus. Ezt nem fogjuk tanulni, csak annyit kell rdla tudni, hogy 1étezik és hogy
O(n?) 1épéssben megtalélja a legrovidebb osszstilyt utat a kezdd s csicsbél minden més
v csucsba. Az is igaz raadasul, hogy a Bellman-Ford algoritmus nemcsak megtalalja a
legrovidebb utakat, ha nincsen a grafban negativ kor, de egytuttal arra is képes, hogy
észrevegye, ha a grafban van negativ kor. Vagyis ha a legrovidebb 1t keresését akarjuk
megoldani egy G grafban egy adott s csticsbol, akkor batran elindithatjuk a Bellman-Ford
algoritmust, ami vagy jelzi, hogy a grafban van negativ kor és igy a feladat nem értelmes



vagy pedig (ha nem ez az eset van, akkor ) megtaldlja a legrovidebb utat s-bél minden v
csucsba.

A tanult legrovidebb 1t keresésére hasznalhatoé algoritmusok osszefoglalasa

Eddig harom algoritmusrol tanultunk, amivel a legrovidebb utakat lehet megkeresni egy adott
kezddestcesbol. Foglaljuk most 0ssze, hogy melyik mikor hasznalhaté és mennyi a lépésszama:

e Ha a grafban minden élsuly 1, akkor szélességi bejarast haszndlhatunk iranyitott és
irdnyitatlan esetben is, a 1épésszam O(n?).

e Ha a graf egy DAG (ekkor a graf biztosan irdnyitott is, hiszen ennek a fogalomnak csak
irdanyitott grafban van értelme), akkor tetszéleges élsilyok esetén hasznédlhatjuk a most
tanult, a topologikus sorrendet haszndlé eljarast, aminek lépésszama O(n?).

e Ha a grafra csak annyi a megkotés, hogy ne legyen benne negativ 6sszsulyu kor, akkor
az ebben a tdrgyban nem részletezett, O(n?) 1épésszamii Bellman-Ford algoritmust lehet
hasznalni.

Vegytik észre, hogy az els6 két esetben nem kellett kiilon kikotni, hogy a grafban nincs negativ
kor, mert az elsé esetben minden élsily 1, azaz egyaltalan nincsenek neativ élek, a masodik
esetben pedig egyaltaldn nincs kor a grafban.



