Algoritmuselmélet
5. heti feladatsor
Megoldasok

1. Igazolja vagy céafolja, hogy az alabbi CF nyelvtan egyértelmii.

S — aaX |aYb

X —= Zb

Z — aaX e

Y — aYb|bYa|ba|ab

Megoldas
A nyelvtan egyértelmii, ehhez definicié szerint azt kell megmutatnunk, hogy minden levezetett szénak csak
egy levezetési faja van.

Azt lehet észrevenni, hogy S-bél kétféle szaballyal lehet elindulni és ha az aaX jobboldali szabéllyal indu-
lunk, akkor csak az X-es és Z-s szabdlyokat tudjuk hasznélni kés6bb (felvaltva), ha pedig az aY b jobboldalu
szabdllyal kezdiink, akkor csak az Y baloldali szabalyokat tudjuk ezutan hasznalni.

Ha az aaX jobboldalu szaballyal kezdiink, akkor a levetés biztosan ilyen alaku lesz:

S = aaX = aaZb = aaaaXb = aaaaZbb = ... = a*" X" ! = " Zb" = >

Vegylik észre, hogy csak annyi valasztasunk van ezen az agon, hogy n értékének megfeleléen hany 1épés utan
allunk le a levezetéssel és a generalt szavak a?"b" alakiak.

Ha az aYb jobboldallal inditunk, akkor viszont csak olyan szavakat tudunk levezetni, amikben ugyanannyi
a van, mint b, mert mind az els6 1épésben, mind a késébbi Y- baloldali szabalyokban egyszerre rakunk le
mindig egy a-t és egy b-t.

Ez azt jelenti, hogy ha egy sz6 levezetheto a nyelvtanban, akkor amennyiben az a-k szama a b-k kétszerese,
akkor csak az els6 dgon kaphattuk ezt meg és ott is csak egyféleképpen, egy levezetési faval: ami A — aaX
szaballyal kezdddik és utana felvaltva haszndljuk az X — Zb és Z — aaX szabdlyokat, amig megfelel6
szamu a és b karaktert el6 nem allitunk.

Ha pedig egy levezett szoban az a-k és a b-k szama ugyanakkora, akkor az csak a masodik agon johetett ki
és itt is csak egyértelmiien, mert a levezetési fa konstrualdsakor mindig egyértelmii, hogy melyik szabalyt
kell hasznalnunk aszerint, hogy a vagy b karaktert kell generdlnunk illetve, hogy befejezédik-e mar levezetés
vagy sem.

2. Tekintsiik azt az L nyelvet, amiben olyan (G,u) parok vannak, ahol G egy paratlan sok csicsbol &ll6
iranyitatlan graf, u ennek egy csticsa és G-ben van olyan Hamilton-ut, aminek u éppen a kozépsé csucsa.
Bizonyitsa be, hogy ez az L nyelv NP-teljes.

Megoldas

Azt fogjuk belatni, hogy ez a probléma NP-ben van és mutatni fogunk egy Karp-redukciét az s-t-HAMILTON-
UT probléméardél erre a nyelvre. Ezutan az Iszonyu Hasznos Lemmabdl mar kovetkezik, hogy a nyelv NP-
teljes, mert s-t-HAMILTON-UT NP-teljes.

A nyelv NP-beliségéhéz: egy jo input esetén a tanu egy j6 Hamilton-ut, felsorolva a csiucsokat az tton
elfoglalt helyiik szerinti sorrendben. A tanu hossza O(nlogn), mert n cstcsot kell felsorolnunk és egy csics
O(logn) bittel irhaté le. A tanu ellendrzésekor megnézziik, hogy minden csics pontosan egyszer szerepel
(ez megteheté O(n)-ben) és hogy u a kozépsd (ez is O(n)). Vildgos, hogy pontosan akkor van jé tant, ha
az input grafnak van olyan Hamilton-utja, ahol u a kozéps6 cstcs.

A redukcié az s-t-HAMILTON-UT-16l legyen a kovetkezd:

(G, s,t)-hez rendeljiink a kovetkezd (G',u) part:

Vegylik G-t két példanyban és vegylnk fel harom 0j csiicsot 1, u, xo-t és kossiik Ossze x1-et az elsé G példany
s csucsaval, u-t az els6 G példany t csicsdval és a masodik G példany s csiicsaval, xo-t pedig a masodik G
példany t csicsaval. Ez a hozzarendelés gyors.



(Elvileg azokhoz az inputokhoz is rendelniink kéne valamit, amik nem (G, s,t) alakdak, de ettél most tek-
intsiink el.)

Ha G-ben van H-1it s és t 16zott, akkor G’-ben egy jé H-1it lesz az, hogy x1-bél az elsd G s csticsdba megyiink,
onnan kovetjlik a G-beli H-utat t-ig, onnan u-ba, majd u-bdl a masodik G példany s csiicsdba megyiink,
majd innen megint a G-beli H-tit mentén eljutunk ¢-be, majd innen xo-be. Ez az it G’ minden csicsét
bejarja és az u csics éppen kozépen van benne.

Ha G’-ben van H-it, aminek kozepe u, akkor ez 1t sziikségkéépen (1, s) éllel kezdédik az elsé G példanynédl
és (t,x2) éllel végzidik a masodikndl (hiszen 1 és xo els6foku csticsok) és az u csicsot csak a (¢, u), (u,s)
éleken at jarhatja be. Vagyis akkor az els6 graf csicsait csak egy s-bol t-be vezeto uton keresheti fel, azaz
van s-t-Hamilton it G-ben.



