Algoritmuselmélet
4. heti feladatsor megoldasok

1. Médositsa az éran tanult gyorskeresés mintailleszté algoritmust gy, hogy az ugréfiiggvényt két karak-
terre definidljuk, azaz U(z) helyett U(xy) értékeket hatdrozunk meg minden lehetséges xy karakterpérra az
abécébbl a minta eléfeldolgozédsa soran és ezt az ugréfiiggvényt hasznaljuk késébb az illesztés sordn. (Itt U
jelentése ugyanaz, mint az eredeti valtozatban, csak annyi a kiilonbség, hogy nem egy, hanem két karaktert
tekintiink.)

(a) Irja le az ugréfiiggvény meghatérozasanak algoritmusét.

(b) frja le, hogy hogyan hasznéljuk ezt az ugréfiiggvényt a minta keresése soran és roviden (1-2 mondatban)
indokolja meg, hogy ez a mddszer miért helyes.

(c¢) Tekintsiik a 100 darab A betiibél &ll6 szoveget. Adjon meg egy olyan, legaldbb 4 hosszi mintéit az
{4, B, C, D} dbécé felett, amire az 0j ugréfiiggvénnyel készitett algoritmus pontosan ugyanannyi 6sszehasonlitast
hasznal, mint az éran tanult eredeti valtozat, amikor a minta Gsszes el6fordulasat keressiik a szévegben.

(d) Tekintsiik a 100 darab A betiibdl all6 szoveget. Adjon meg egy olyan, legaldbb 4 hosszi mintat az
{A,B,C, D} abécé felett, amire az éran tanult eredeti valtozat legaldbb 6tszor olyan sok sszehasonlitast
hasznal, mint ez az 1j valtozat, amikor a minta Osszes el6fordulasat keressiik a szévegben.

Megoldas

(a) Az ugréfiggvény Ulxy| értéke azt adja meg, hogy az zy részszé utolsé elbforduldsa héatulrél nézve
hényadik karakternél végzédik az m hosszi M mintédban és Ulry] = m, ha zy nem szerepel a mintdban
sehol.

Az algoritmus az ugréfiiggvény meghatarozasara:

e El6szor Ulxry| = m minden zy széra.
e Ezutan sorban i =1,2,3,...,m — 1 értékekre U[M[i|M[i+ 1]] =m — 1

(b) Az ugréfiiggvényt igy hasznéljuk: elészor k& = 0 eltoldssal kezdjiik az illesztést és amikor ezt megvizsgaltuk
(akér sikeres, akar sikertelen illesztés volt) k + 1 helyett a k + U[S[k + m]S[k + m + 1]]-es eltolds kovetkezik
(vagy ha Sk + m + 1] mér nem létezik, mert elfogyott a szd, akkor vége az algoritmusnak).

Az eljaras azért helyes, mert U[S[k + m]S[k + m + 1]]-nél kisebb ugras esetén az S[k + m]S[k + m + 1] sz6
(a szoveg a mostani illesztésben részt vevé utolséd és az ezutan kovetkez6 betiibél allé kett6é hosszi szd) a
mintaban hatrébb levo helyre kertilne, mint ahol valéjaban utoljara el6fordul.

(c) Ha M = AAAAA, akkor mindkét eljards minden eltoldst megnéz k = 0-t6l k = 96-ig, mindegyik esetben
5 Osszehasonlitést téve. Ez azért igaz, mert U[A] = 1 az eredeti valtozatban és U[AA| = 1 az \j valtozatban,
azaz a k-as eltolds utan mindkét esetben a k + 1-es jon majd.

(d) Tekintsiik példdul a 20 hosszi ABAB ... ABAB mintét (azaz ahol felvaltva vannak A és B betiik). Ekkor
az eredeti vatozatban U[A] = 2 miatt k = 0,2,4,...,80-as eltoldsokat néziink, mindegyik 2 Gsszehasonlités,
azaz Osszesen 41 -2 = 82 Osszehasonlitds. Az 1j valtozatban U[AA] = 20, azaz a k = 0,20, 40, 60, 80-as
eltoldsokat nézzik, mindegyik 2 Gsszehasonlitds, azaz ez Osszesen csak 10 Osszehasonlitas.

2. Tekintsiik az alabbi dontési problémat:
Szomszédossdgi métrixaval adott egy G irdnyitatlan graf. Azt kell eldonteni réla, hogy el lehet-e hagyni
a grafbdl legfeljebb 42 csicsot ugy, hogy a maradék csiucsok kiszinezheték legfeljebb 4 szinnel dgy, hogy
minden csicsnak legfeljebb 7 vele azonos szinli szomszédja van.

Indokolja meg részletesen, hogy ez a probléma miért van NP-ben.

Megoldas
A tanu tétel alapjan azt kell megmutatni, hogy van olyan L nyelv és vannak olyan ¢y, co konstansok, amikre
igaz az, hogy

e egy z input pontosan akkor j6, ha van hozza olyan y tand, amire igaz, hogy |y| < c1|x|® és (x,y) € L1
e 1P

Alljon az L1 nyelv azon (G, color) parokbdl, ahol G egy irdnyitatlan graf, color pedig egy olyan, a csicsokkal
indexelt tomb, ami a graf csicsainak egy olyan 4 szinnel vald szinezését adja meg, amelyre:

e a csucsok szine p, k, z, s vagy null



e legfeljebb 42 olyan cstcs van, amire a szin null
e minden olyan cstcsra, aminek van szine (azaz color[v] nem null) igaz, hogy a szomszédai kozott legfel-

jebb 7 ugyanolyan szinti csics szerepel

Ha egy input egy jé graf, akkor a hozzd tartozé y tani az a szinezés, amiben az elhagyandé csiicsok szine
null, a tobbi csiics szine pedig a jo 4-szinezés szerinti szin. Vildgos, hogy a jé grafokra van ilyen tant, a
rossz grafokra pedig nincsen.

A tanu hossza O(n), mert color egy n méretli tomb, ahol minden bejegyzés konstans hosszi (5 lehet&ség
egyike). Mivel a input mérete n? (n cstcst graf szomszédossagi matrixdnak ez a mérete), ezért |y| < c|z|
vagyis a tand rovid.

A (G, color) péar Li-be tartozdsédnak ellenérzésére azt kell eldonteni adott szinezésrdl, hogy

e a null-on kivil csak 4 érték szerepel benne
o legfeljebb 42 null cella van

e minden v csiicsra v szomszédai kozott legfelebb 7 darab color|v] szinii cstcs van
Ezt ellendrizni tudjuk igy:

e egyszer végigmegylink a tombon és megszamoljuk a hasznélt szineket, ez O(n)
e egyszer végigmegylink a tombon és megszamoltuk a null celldkat, ez is O(n)
e minden v csucsra végigmegyiink G szomszédossagi matrixdban v soran és megszamoljuk, hogy hany

color[v] szinfi cstics van, ez egy csicsra O(n), az dsszes csicsra O(n?)

A teljes ellenérzés O(n?), azaz O(|z|), vagyis ez az eljards P-ben van.



