Algoritmuselmélet
1. heti feladatsor megoldés

1. Tekintsiik a 3n?logn + 2019n — 27 fiiggvényt.
Igaz-e, hogy ez a fliggvény
(a) O(n?)-ben van?
(b) O(n3)-ben van?
(c) ©(n?)-ben van?

Amelyik allitds igaz, anndl ezt egy megfelelo ¢ konstans és ng kiiszobérték megadasaval igazolja, ahol pedig
az allitds nem igaz, ott ezt bizonyitsa be indirekt bizonyitassal.

Megoldas
(a) Ez az allitds nem igaz, ezt indirekt bizonyitassal latjuk be:
Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ > 0 és ng > 1, hogy
3n2logn + 2019n — 27 < cn?
igaz, ha n > ng.
Ekkor (mivel 2019n — 27 > 0 minden n > 1 esetén)
3n?logn < 3n?logn + 2019n — 27 < cn?
is igaz, ha n > ng.
Ezt elosztva n’-tel kapjuk a nyilvanvalé ellentmondést:
3logn <c
teljestil, ha n > ng ami lehetetlen, mert ha n tart a végtelenbe, akkor log n nem maradhat a c korlat alatt.

(b) Ez az 4llitas igaz, megadunk olyan c és ng part, amivel 3n%logn + 2019n — 27 < cn?, ha n > ng:

3n2logn + 2019n — 27 < 3n® + 2019n < 3n3 + 201903 = 202203
ahol mindegyik egyenlOtlenség igaz, ha n > 1, vagyis a definicié szerinti ¢ és ng értékek: ¢ = 2022, ng = 1.
(c) Ez az 4llitds nem igaz, ezt indirekt bizonyitdssal latjuk be:
Tegyiik fel, hogy van olyan ¢ > 0 és ng > 1, hogy
3n?logn 4+ 2019n — 27 > cn?
igaz, ha n > ng.
Ekkor
2022n% logn = 3n%logn + 2019n% logn > 3n%logn + 2019n > 3n?logn + 2019n — 27 > cn®
is igaz, ha n > max(ng,2) (mert az els6 egyenlétlenség n > 2 esetén all fenn).

Ezt elosztva n’-tel kapjuk az ellentmondést:

20221logn > cn

logn
teljesiil, ha n > maxz(ng,2) ami lehetetlen, mert nulldhoz tart, ha n tart a végtelenbe, nem maradhat

mindig nagyobb, mint egy pozitiv konstans.



2. Tekintsiik az {a,b} dbécé feletti L = {a™b"*2|n > 0} nyelvet (azaz a nyelvben benne van a bb sz6 is).
(a) Véazoljon szavakkal egy veremautomatat erre a nyelvre.
(b) Adja meg precizen a veremautomatat (szabalyokkal vagy abraval).
(c) Mutassa meg, hogy az automata pontosan L szavait fogadja el.

1. megoldas

(a)

o A kezdééllapotban amig a-kat olvasunk, addig betesziink minden olvasott a-ra egy a-t a verembe
(szabélyok leirdasandl (1) szabély)

e Amikor jonni kezdenek a b-k, akkor &tmegytink B dllapotba és minden b-re kivesziink egy a-t a verembél,
ha tudunk, azaz, ha van a a veremben. (szabdlyok leirdsdnal (2) és (3) szabaly)

e Ha elfogynak a verembdl az a-k (azaz a verem aljat latjuk), akkor egy els§ igy olvasott b-re By, a
méasodik igy olvasott b-re Bs allapotba megyiink, ez a By lesz az egyetlen elfogadé allapot.
(a (4)-es és (5)-0s szabdly kezeli azt az esetet, amikor volt legaldbb egy a a sz6 elején, a (6)-os szabaly
pedig azt a helyzetet, amikor nem volt a a széban).

(b) Szabdlyokkal ez igy néz ki:
(1) 6(A,a,e) = (A, a)

(2) 6(A,b,a) = (B,¢)

(3) 0(B,b,a) = (B,¢)

(4) 8(B,b, Zo) = (B1, Zo)

(5) 6(317 ba ZO) = (B27 ZO)

(6) 6(A, b, Zo) = (B, Zo)

Ugyanez abraval:

a;e—a b;a—¢

b; Zo — Zy b; Zo — Zy

. b;Z0—>Z0

(c) A nyelv szavait elfogadja az automata:
Ha van legalabb egy a a szé elején, azaz a"b" 2-ben n > 1:

A allapotban olvasva az Osszes a-t a verembe bekeriil n darab a a Zy verem alja jel f6lé (az (1) szabalyt
hasznélva. Ezutan a (2) szabdalyt haszndlva az els6 b-re kivesziink egy a-t a verembd6l, majd a (3) szabéllyal
kiszedjiik a tObbi a-kat is és mire elolvassuk a szé elején allé a™b™ részt, addigra a verem kitiril, csak Zj lesz
benne. Ekkor az utolsé két b hatdséra a (4)-es és (5)-0s szabdllyal eljutunk Bs-be, ami elfogadd allapot és
mivel eddigre az input is elfogyott ezért az a™b"t? szét elfogadjuk.

Ha nincsen a a sz6 elején, azaz a bb az input, akkor a (6)-os és az (5)-0s szabdlyt haszndlva jutunk el Ba-be
mire a bb inputot elolvassuk.

Mas szot nem fogad el az automata:

Ha a szé nem a-val kezdodik, akkor csak gy tudunk Bs-be jutni mire elolvassuk a szét, ha a szé maga bb.
Tehat egyébként a szénak a-val kell kezd6dnie. Ha nem jon b az a-k utan, akkor A-ban ragadunk, azaz nem
fogadjuk el a sz6t, mert A nem elfogadé allapot.

Ha az a*b* rész utan még jonne a, akkor elakadunk B; vagy Bs allapotban, nem olvassuk el a szot, tehat el



se fogadjuk.

Az deriilt ki tehét, hogy (kivéve a bb sz6t ) csak a’b/ alaki szavaknak van esélye elfogaddsra, ahol 4,j > 1.
Ha j < i+ 2, akkor vagy ki sem tudjuk szedni a verembdl az dsszes a-t (ha j < i) vagy ki tudjuk szedni az
a-kat, de mar nincs két b az inputon, amivel eljutnank a By elfogadé allapotig.

Ha j > i 4 2, akor pedig az lesz a baj, hogy miutan kiszedem az a-kat a verembol még legalabb 3 b van az
inputon, de csak kettot tudok elolvasni, Bs-ben elaladok gy, hogy a tovabbi b-ket nem olvastam el, azaz a
szot nem fogadjuk el, mert nem olvastuk végig.

2. megoldas

Csindlunk egy CF nyelvtant erre a nyelvre és az éran tanult eljarassal veremautomatava alakitjuk. Ekkor
csak azt kell megindokolni, hogy a nyelvtan éppen a nyelv szavait generalja, mert azt mar tudjuk, hogy az
orai eljaras a veremautomata eléallitasara helyes.

Egy jo nyelvtan példaul a kévetkezo:
S — aSb|bb

Ez minden a™b"*? alaki szt generalni tud 1gy, hogy n-szer hasznaljuk az elsé szabdlyt és egyszer a
méasodikat.

Masrészrol csak ab"t? alaki szavakat tud generdlni, mert az Osszes levezetési fa olyan, hogy el8szor
valahdnyszor hasznaljuk az elsd szabalyt és ezzel levezetiink egy oS0 szét, majd a masodik szabdllyal
befejezziik a levezetést, de az ilyen levezetések éppen az a"b" 2 alaki szavakat generaljdk.

Ebbél a nyelvtanbdl a tanult konstrukciéval kapjuk az aldbbi veremautomatét, ahol ¢. az egyetlen elfogadé
allapot:

d(qo, €, Zo) = (q,5%0)

(g, ¢, 8) = {(g,aSh), (q;bb) }
(g, a,a) = (g;¢)

(g, b,0) = (g:¢)

6(q,¢, Zo) (gesZ0)

Itt az els6 szabaly berakja a verembe a kezdd szimbdélumot, a masodik szabaly 1épi meg a nyelvtan szabalyait,
a harmadik és negyedik szabaly felismeri, ha éppen olyan karaktert generaltunk a verem tetejére, ami az
inputon jon, az utolsé szabaly pedig felismeri, ha a verem kitiriilt.



