Algoritmuselmélet 2020 9. gyakorlat
NP-teljesség

1. Tegyiik fel, hogy P # NP és L, € P. Lehetséges-e, hogy
(a) egy NP-teljes Ly nyelvre Ly Karp-redukéalhat6?
(b) egy NP-teljes Ly nyelv Karp-redukalhat6 Li-re?
(c) az Ly nyelv NP-beli?

Megoldds: (a) Ly € P C NP, tehdt az NP-teljesség definicidja miatt biztos, hogy L1 < Lo.

(b) Ha Lo < Ly és Lo NP-teljes, akkor L; is az, mivel L1 € P C NP. EbbSl P = NP kovetkezne, tehat a
feltevés miatt ez nem lehetséges.

(c) Mivel P C NP, ezért L; € NP biztosan igaz.

2. s-T-HAMUT jeloli az olyan (G, s, t) hdrmasokbdl all6 nyelvet, ahol a G irdnyitatlan graf s és ¢ csucsa kozott
van Hamilton-tt. Igazolja, hogy az aldbbi nyelvekre az s-T-HAMUT nyelvrél van Karp-redukcid!

(a) HAMUT: a Hamilton-tittal rendelkezd grafok nyelve
(b) HAM: a Hamilton-korrel rendelkezé grafok nyelve

Megoldds: Vegyiik észre, hogy a feladat nem kéri, hogy adjunk meg Karp-redukcidt, elegendé a létezését
megmutatni!

HAMUT és HAM is NP-teljes, az NP-teljesség definiciéja miatt elegendd belatni, hogy s-T-HAMUT € NP.
Ez azért teljesiil, mert jé tanu egy s-bol t-be vezetd 1t csicsainak felsorolasa az 1t szerinti sorrendben. Egy
ilyen tant hossza O(nlogn) C O(n?), ami polinomidlis (n a graf csticsainak szdma). Az ellen6rzése meg
abbdl all, hogy valéban a graf kiilonb6z6 csicsait soroltuk fel, melyek koziil az elsé az s, az utolsé a t,
és a felsorolasban szomszédos csicsok kozott van él, ami a felsorolds hosszaban linearis, azaz a bemenet
hosszdban polinomidlis 1épésben megoldhaté.

3. Mutassa meg, hogy az aldbbi nyelvek NP-teljesek!

(a) az olyan G grafokbdl 4ll6 nyelv, amelyek kiszinezhetéek 3 szinnel gy, hogy mindegyik szint ugyanan-
nyiszor hasznaljuk.

(b) az olyan (G, a,b, k) négyesekbél all6 nyelv, ahol G egy irdnyitatlan graf, a,b € V(G), k > 0 egész
szam és G-ben van olyan Ut a és b kozott, aminek a hossza legalabb k.

(c) az olyan (G, a,b) harmasokbdl &ll6 nyelv, ahol G egy irdnyitatlan graf, a,b > 0 egész szamok és a G
grafnak van a K, teljes paros graffal izomorf feszitett részgrafja.

(d) az olyan G irdnyitatlan grafokbdl all6 nyelv, amelyekre G-ben van olyan C' kor, hogy minden v ¢ C
csucs Ossze van kotve éllel a C' valamely cstcsaval.

Megoldas: (a) Konnyen latszik, hogy ez az L nyelv NP-beli, tant egy megfelelé szinezés. Az NP-nehézség
bizonyitdsdhoz megadunk egy 3SZIN < L Karp-redukciét. Ha G egy v pontt graf, akkor G/ = f (G)
legyen az a graf, amit G-bdl 2v db izoldlt pont hozzavételével kapunk. Ez nyilvan kiszamithaté polinom
idében. Ha G szinezhetd 3 szinnel gy, hogy az i-edik szint k;-szer haszndljuk, akkor G’ kiszinezhetd 3
szinnel a feltételeknek megfeleléen a kovetkez6 mdédon: G pontjait ugyanugy szinezzik, az izolalt pontok
kozil pedig v — k;-t szinezilink az i-edik szinnel. Ebben a szinezésben egyrészt minden pontot kiszineztiink,
hiszen v — k1 + v — ko + v — k3 = 3v — (k1 + ko + k3) = 2v. Mdsrészt minden szint épp v-szer hasznaltunk.

Ha viszont G’ kiszinezhetd 3 szinnel a feltételeknek megfeleléen, akkor ez megad egy j6 szinezést G' pontjain.

(Formdlisan a figgvénynek azon szavakhoz is kell rendelni valamit, amik azért nincsenek benne a 3SZIN
nyelvben, mert nem irnak le grdfot. Ha az ilyen x szavakra f(x) = x, az minden esetben megfeleld, hiszen
x & L is teljestilni fog. Ezért erre nem sziikséges mindig kilon kitérni.)

(b) Vizatosan: NP-beli, mert tant egy ilyen tt. NP-nehéz: Adunk egy HAMUT < L Karp-redukciét:
G-hez adjunk 2 4j pontot, ezek legyenek a és b, kissiik 6ssze 6ket G minden cstcsaval és legyen k = V(G)+1.
Beléthato, hogy ez teljesiti a feltételeket.
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(c) Az, hogy ez az L nyelv NP-ben van egyszertien lathaté a tanu tétel alapjén: tantd lehet a megfelel§
részgraf pontjainak felsoroldsa. Ez nyilvdan polinom hosszi, és polinom id6ben ellenérizhet6 is, hogy a
megadott pontok egy paros grafot feszitenek.

Az NP-teljesség bizonyitasdhoz egy ismert NP-teljes nyelvet kell visszavezetni L-re. Itt mutatunk egy
MAXFTL < L Karp-redukciét. A MAXFTL bemenetei (G, k) alakidak, ahol G egy gréf, k pozitiv egész.
Készitsiik el beléle a (G, k,2) bemenetet, ahol G’ gy keletkezik a G-bdl, hogy hozzdvesziink 2 csticsot,
melyeket 6sszekotiink G cstcsaival (de egymassal nem). Ez polinom idében megoldhaté.

Vegyiik észre, hogy ha G-ben van k fiiggetlen pont, akkor ezek és a két 1j pont egy feszitett Kj o grafot
adnak G'-ben, azaz ha (G, k) € MAXFTL, akkor (G', k,2) € L. Mésrészt, ha G'-ben van feszitett Kj o és
k > 2, akkor ennek a k oldala biztos, hogy az eredeti G-ben helyezkedik el, azaz van G-ben k fiiggetlen pont.
(A k =1 eset trividlisan eldontheté polinom id6ben, ilyenkor feleltessiink meg neki egy trividlisan L-ben
levé bemenetet.)

(2 pont helyett elég 1 pontot hozzavenni, akkor a K}, 1 paros graf létezése a kérdés.)

(d) Az, hogy ez a nyelv NP-ben van vilagos, hiszen a nyelvbe tartozéasra tani egy megfelel6 C' kor csicsainak
a kor szerinti sorrendben val6 felsorolasa. Ez polinom hosszi, és annak ellenérzése, hogy a megadott pontok
az adott sorrendben kort alkotnak, illetve, hogy minden tovabbi csics Gssze van kétve a kor egy pontjaval
ellenérizhetd O(c 4+ n?) = O(n?) lépésben (itt ¢ a kor hossza, n a graf csiicsainak széma).

Az NP-teljességhez mutatunk egy HAM < L Karp-redukciét. Egy tetszéleges G grafbdl készitsiik el azt
a G grafot, amiben G-t Ugy egészitjiik ki, hogy minden v; csicsdhoz felvesziink egy 1j w; csticsot, amit
osszekotiink v;-vel (és massal nem). Ezzel a csicsok szaméat megduplaztuk, az 1j graf szomszédossagi matrixa
polinom id6ben eléallithaté. (Hogy néz ki az 1j matrix?)

Ha a G gréfban van Hamilton-kor, akkor ez a kor olyan, amilyennek G’-ben lenni kell, tehat ha G € HAM,
akkor G’ € L. Mésrészt ha G’ € L, akkor a feltételnek megfeleld C' kor nem tartalmazhat egyet sem a w;
pontokbdl mert ezek fokszdma 1, ahhoz meg, hogy ezek mindegyike Ossze legyen kotve a korrel, a C-nek az
osszes v;-t tartalmaznia kell, azaz C egy Hamilton-kor G-ben, tehét ha G’ € L akkor G € HAM teljestil.

4. Az alédbbi problémak mindegyikében a bemenet egy G(V, E) irdnyitatlan graf és a graf pontjainak egy S C V
részhalmaza. Hatdrozza meg, melyik esetben kapunk P-beli, mikor NP-teljes problémat!
(a) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melyben S minden eleme levél?
(b) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melynek levelei pontosan az S-beli pontok?

(¢) Kérdés: Van-e olyan feszitéfa G-ben, melynek levelei az S-beli pontok koziil valok?

Megoldds: Csak vazlatosan:

(a) Pontosan akkor lehet S minden eleme levél, ha S pontjait elhagyva van feszitéfa és ehhez az S-beli
csucsok egyenként csatlakoznak, azaz G — S Osszefliggé és minden S-beli csticsbdl van él egy nem S-belibe.
Ez a tulajdonsag ellenérizheté polinom id6ben, tehat L € P.

(b) Ez NP-teljes, hiszen ha S = {s,t}, akkor az a kérdés, van-e olyan feszitéfa, aminek csak két levele van s
és t, azaz, hogy van-e s és t kozotti Hamilton-tut, ami egy NP-teljes probléma.

(c) Itt tehdt nem kell, hogy S minden eleme levél legyen. Ez viszont nem segit az el6z esetben, amikor
S = {s,t}, hiszen legalabb két levele biztos van a fénak. Tehét ez is NP-teljes.

5. Tekintsiik azt a problémat, hogy egy adott G iranyitatlan siulyozott grafban mekkora a maximalis silyd ut
stulya! Adja meg, mi lesz az ehhez tartozé nyelv, és lassa be, hogy az NP-teljes!

Megoldds: Egy eldontési problémava kell atalakitani. Maximum-keresési feladatokndl ezt gy jé csindlni,
hogy azt kérdezziik, van-e elég nagy megoldas. Tehdt az L nyelv az olyan (G, k) parokbdl élljon, ahol G egy
irdnyftatlan stulyozott graf, k egy szam és G-ben van olyan 1t melynek silya legalabb k.

L € NP mert tant lehet egy j6 ut, pontosabban a pontjainak az 1t szerinti sorrendben vald felsorolasa.
Ez polinom hosszi. Amit ellendrizni kell, hogy valéban egy utat hatdroznak meg és hogy ennek Osszsulya
legalabb k, ami megy polinom idében.

Az NP-teljességhez visszavezetiink ra egy NP-teljes nyelvet: HAMUT < L. Egy tetszoleges G grafbdl ugy
kapjuk a G’ sulyozott grafot, hogy minden él sulya legyen 1. Legyen f(G) = (G',k), aholk =n —1ésn
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a G csucsainak szama. FEz Karp-redukci6, mert polinom id6ében szédmolhaté (a graf matrixdn nem is kell
valtoztatni, elég a k értékét kiszamolni). Tovdbba vildgos, hogy pontosan akkor van Hamilton-ut a grafban
ha van legaldbb n — 1 silyd it G'-ben (igazdbdl pontosan n — 1 silyu lesz az 1it, mert ennél t6bb é1bdl nem
allhat).

6. Egy n emberbdl allé szervezetben b féle bizottsag miikodik. Bizottsagi iilések idépontjat akarjuk kitiizni.
Két kiilonbo6z6 bizottsag tilése akkor lehet azonos napon, ha nincs olyan ember, aki mindkét bizottsdgnak
tagja. Legyen adott egy k pozitiv egész szam és minden bizottsaghoz a tagok névsora. Azt szeretnénk
eldonteni, hogy az Gsszes bizottsag iilése lebonyolithato-e £ napon beliil. Vagy adjon egy, a kivant beosztast
megtalalé polinomidlis algoritmust, vagy mutassa meg, hogy a feladathoz tartozé nyelv NP-teljes.

Megoldds: Otlet: tekintsiik azt a G grafot, melynek cstcsai a bizottsagok, ketts akkor legyen 6sszekitve,
ha van kozos tagjuk. Igy azoknak a bizottsagoknak lehet egy napon az iilése, amelyek fiiggetlen halmazt
alkotnak. Akkor elég k nap, ha k fiiggetlen halmazra felbonthaték a csicsok, azaz a graf kiszinezhetd k
szinnel.

Ez utan nem nehéz egy visszavezetést adni a 3SZIN nyelvrél: a csticsoknak feleljenek meg a bizottsagok,
minden élnek megfelel egy ember, aki pontosan abban a két adott bizottsagban van benne, k = 3.

7. Egy hivatal egy 4j, E emeletes épiiletbe fog koltozni. Az épiilet minden emeletén ugyanakkora teriilet
hasznalhato fel irodak kialakitasara. Minden részleg megmondta, hogy Osszesen mekkora irodateriiletre tart
igényt. Azt akarjuk eldonteni, hogy megoldhaté-e a koltozés gy, hogy egyetlen részleg se legyen kettévagva,
azaz egy részleg teljes egészében egy emeleten legyen (de egy emeletre keriilhet tobb részleg is). Mi lesz a
problémahoz tartozé nyelv? Ez a nyelv P-ben van vagy NP-teljes?

Megoldds: A nyelv elemei: (aj,as,...,a,; E,T), ahol a; >0, E >0, T > 0 egész szamok, és az a; szdmok
szétoszthaték E csoportba, hogy minden csoport Osszege legfeljebb T'. (Itt T a szintek teriilete, a;-k az
igények.)

Otlet: NP-teljes, pl. a PARTICIO visszavezethets 14, E = 2 esetén két emeletre kell elrendezni a
,,szamokat”. A PARTICIO egy (ai,aq,...,a,) bemenetéhez rendeljik az (a1, az,...,an;2,[> a;/2]) be-
menetet.

8. P-beli vagy NP-teljes az a feladat, ahol adottak az ai,...,a, egész szamok és az a kérdés, hogy ez a
szamhalmaz szétoszthato-e harom részre gy, hogy mindharom rész Gsszege ugyanannyi legyen?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy NP-teljes. Az, hogy NP-ben van vildgos, hiszen tanu lehet egy j6 szétosztés
(pl. ©(n) bittel megadjuk melyik szam melyik osztdlyba keriiljon), amir6l ©(n) 1épésben ellenérizziik, hogy
tényleg 3 felé osztds, és az Osszegek megegyeznek.

A teljességhez megadunk egy PARTICIO < L Karp-redukciét. A PARTICIO egy bi,ba,...,b, be-
menetébél (b; > 0) képezzik az a; = b; (1 < i < m), ams1 = D b;/2 sorozatot, ha ez az Osszeg péros.
(Izy n = m + 1.) Ha az 6sszeg nem paros, akkor legyen példéul n = 3, a1 = ag = 1,a3 = 2. Ez polinom
id6ben szamolhat6. A b;-k kétfelé osztasa adja az a;-knek egy 3 felé osztdsat (a 3. osztily egy elemi, az
am+1 van csak benne). Masrészt csak gy lehet az a;-ket 3 felé osztani, ha az a,,11 egymaga lesz, a masik
két osztaly meg a b;-k egy jo particidja.
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