Algoritmuselmélet 2020 8. gyakorlat
Karp-redukcié

1. Igazolja, hogy 2SZIN < 3SZIN és hogy 3SZIN < 100SZIN ! Mit mondanak ezek a Karp-redukcidk a 3
nyelv bonyolultsagarol?

Megoldds: Kezdjiik a végén! A felirt allitdsok intuitiv jelentése az, hogy a 3SZIN legaldbb olyan nehéz,
mint a 2SZIN és legfeljebb olyan nehéz, mint a 100SZIN.

Pontosabban, az elsé nem ad tjat ahhoz képest, hogy tudjuk, a 2 szinnel szinezhetéség polinom id6ben
eldénthetd, a 3 szinnel szinezhetdség pedig NP-teljes. A méasodik Karp-redukcid, ha még azt is meggondoljuk,
hogy a 100SZIN nyelv NP-ben van, akkor azt mutatja, hogy ez a nyelv is NP-teljes (azaz altaldban a 100
szinnel szinezhet6ség se nem konnyebb. se nem nehezebb a 3 szinnel szinezhet6ségnél).

Tudjuk, hogy 2SZIN € P C NP és hogy a 3SZIN nyelv NP-teljes. Az NP-teljesség definiciéjabél kovetkezik
az els6 Karp-redukcié 1étezése.

A masodikhoz mdédosithatjuk az eléadason latott 3SZIN < 4SZIN bizonyitast. Tetszoleges G grafbdl ugy
késziil f(G) = G', hogy a csicshalmazt kiegészitjitk 97 tovabbi csticesal, ezek legyenek 6sszekotve G minden
csucsaval és egymaéssal is. Ezzel egy polinom id6ben szamolhaté f fiiggvényt definidltunk, G szomszédossagi
matrixat kiegészitjiikk 97 tovabbi sorral, oszloppal, az 1j, nem diagonélis elemek mind 1-ek.

Ha G € 3SZIN, akkor G'-re egy ilyen szinezés kiterjeszthetd: az 4j cstcsok az eddigiektdl és egymdstol
is kiilonbozd szint kapnak, amihez Osszesen 100 szin elég. Madsrészt, ha G’ € 100SZIN, akkor egy jo
szinezésében a G cstcsai legfeljebb 3 szinnel vannak szinezve, tehat ilyenkor valoban G € 3SZIN.

Ha precizek akarunk lenni, a Karp-redukcié értékét minden bemenetre, a nem grafokra is meg kell adni.
Konnyt 14tni, hogy ha f nem véltoztat az ilyen bemeneten, az jé lesz mivel ilyenkor biztos, hogy a bemenet
nem graf, igy se a 3SZIN, se a 100SZIN nyelvben nincs benne. Az meg, hogy ez az eset all fenn, polinom
idoben eldonthet6. Tehét az f szdamolasa azzal kezddédik, hogy ellenorzi, hogy a kapott = bemenet grafot ad
meg vagy sem, ha nem, akkor f(z) = x, kiilonben meg a fent leirt médon mdédositott graf lesz f értéke.

1. Megjegyzés: a 2SZIN < 3SZIN igazoldséra is hasznélhattuk volna a 3SZIN < 4SZIN visszavezetésnél
latott konstrukciot.

2. Megjegyzés: Mivel altaldban annak ellendrzése, hogy a bemenet egy graf (vagy altaldban az, hogy
formailag jé) dltaldban megy polinom id6ben, ezért f-et sokszor csak a formailag j6 bemeneteken adjuk
meg.

2. Mutassa meg, hogy ha X <Y, akkor X <Y is igaz.

Megoldds: Ugyanaz az f fliggvény j6 lesz, hiszen © € X < f(z) € Y pontosan akkor teljesiil, amikor
g€ X fla)gdY

3. Az L nyelv az olyan G egyszerii grafokbdl all, melyeknél a csticsok szinezéséhez kell legalabb 4 szin. Igazolja,
hogy a PRIM < L Karp-redukcié 1étezik!

Megoldds: A PRiM < L Karp-redukcié létezéséhez elegendé megmutatni, hogy a komplementerek kozott
van Karp-redukcié, PRIM < L. Tudjuk, hogy PRiM = OSSZETETT € NP. Azt fogjuk beldtni, hogy L egy
NP-teljes nyelv, és akkor az NP-teljesség definicidja miatt készen vagyunk. Ehhez elegendé azt észrevenni,
hogy a “kell legalabb 4 szin” komplementer tulajdonsdga az, hogy “3 szin elég”, azaz lényegében a 3SZIN
nyelvrol van sz6, ami valéban NP-teljes.

Kicsit pontosabban, L a 3SZIN nyelvnek és a nem grafokat leiré bemeneteknek az unidja, amire a 3SZIN
nyelv konnyen Karp-redukalhaté gy, hogy el6szor ellendrizziik, hogy a bemenet grafot ir le. Ha nem, akkor
megfeleltetjiik neki a 4 pontu teljes grafot, amihez nyilvan kell 4 szin, egyébként meg, ha grafot ir le, akkor
sajat magat.

Megjegyzés: A komplementer nyelv helyett dltaldban elegendé a komplementer tulajdonsaggal foglalkozni,
hiszen az ez altal meghatarozott nyelv csak a formalisan nem jé bemenetekben kiilonbozik a komplementer
nyelvtol.
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4. Adjon meg egy HAM < s-T-HAMUT Karp-redukci6t!

Megoldas: Egy tetszéleges G(V, E) gréfhoz készitsiik el a (G', s,t) harmast a kovetkez6képpen: Vélasszuk
ki egy csticsat G-nek, ez lesz s. A G’ csucshalmazdt egészitsiik ki egy 1j elemmel, V! =V U {t}. A G’-ben
megtartjuk a G éleit, az 1j t cstics szomszédai egyezzenek meg az s szomszédaival, E' = FU{ {t,v} : {s,v} €
E}. Ez a konstrukcié polinom idében elvégezhet6 (a métrixhoz egy 1j sort és oszlopot kell hozzévenni,
amelyek megegyeznek s sordval, oszlopéval).

Még azt kell megmutatni, hogy G € HAM < (G, s,t) € s-T-HAMUT. Ha G € HAM, akkor ha G'-ben
elkezdjiik ezt a Hamilton-kort s-bol kovetni de az utolsé éllel nem s-ben bezarjuk, hanem a megfelel6 1j
éllel t-be 1épiink, akkor a G’ egy s-bél t-be vivé Hamilton-utjat kapjuk. Visszafelé pedig, a G’ egy s és ¢
pontot 6sszekotd Hamilton-itjabol tgy kaphatjuk G egy Hamilton-korét, ha az 1t utolso éle helyett a neki
megfeleld éllel az s-be 1éplink G-ben.

5. Bizonyitsa be, hogy ha L < Lo és Lo € NP, akkor L; € NP.

Megoldds: Ha Ly < Ly, akkor van olyan M; DTG, ami O(n¥) id6ben kiszamolja a redukcié f(x) fiiggvényét.
Mivel Ly € NP, van olyan My NTG, aminek nyelve Ly és futdsideje O(n!). Legyen M az a NTG, ami z
inputon el?szor kiszdmitja f(x)-et, majd f(x)-en futtatja Ma-t. A f tulajdonsdgai miatt vildgos, hogy M
nyelve Ly, futdsideje pedig O(n*) lesz. Ezért L; € NP.

6. Tudjuk, hogy L1 < Lo és hogy az Lo komplementere Karp-redukalhaté a PARTICIO nyelvre. Igazolja,
hogy ekkor L1 € coNP !

Megoldds: A mésodik feltétel szerint L < PARTICIO, és mivel PARTICIO NP-teljes (és {gy NP-beli),
ezért Lo € NP. Az els6 feltétel szerint L1 < Lo, amib6l L1 < Lo kovetkezik. Ezért Lq is NP-ben van, ami a
co NP definicigja miatt ekvivalens az L € co NP tulajdonsiggal.

7. Igazolja, hogy léteznek az alabbi Karp-redukcick! (a) RH < HAM  (b) OSSZEFUGGO < 3SAT
(¢c) OSSZEFUGGO < PAROS

(OSSZEFUGGO az sszefiiggd grafok nyelve, PAROS meg a paros grafoké)

Megoldds: (a) RH € NP (s6t, NP-teljes), HAM NP-teljes, tehat a Karp-redukci6 az NP-teljesség definicidja
miatt 1étezik.

(b) OSSZEFUGGO € P C NP és 3SAT NP-teljes, tehat a Karp-redukcei6 az NP-teljesség definicidja miatt
1étezik.

(c) OSSZEFUGGO € P és PAROS € P is teljesiil. Legyen a Karp-redukeié a kivetkezd: ha az x bemenet
nem graf, akkor f(z) = z, kiilonben pedig ellenérizziik, hogy a megadott graf osszefiiggé. Ha igen, akkor
legyen f(x) egy él, kiillonben meg egy hdromszog. Mivel az Osszefiiggdség polinom id6ében eldonthetd, ezért
ez az f polinom id6ben szdmolhat6. Ha a graf osszefiiggd, akkor a képe (egyetlen él) péaros graf, ha meg
nem Osszefiiggs, akkor a képe K3, ami nem paros graf.

8. Adjon Karp-redukciot a PARTICIO problémardl a RH problémaral

Megoldds: Legyen f : (s1,82,...,5n) > (81,82,...,8,;b), ahol b = > s;/2, ha ez a b egész szam, kiilonben
meg pl. (2,2;1). Ez az f egy megfelel6 Karp-redukcié mert csak linedrisan sok osszeadds kell hozzd, hogy a
b-t kiszdamoljuk, és az RH megolddsa megegyezik a PARTICIO megoldaséval.

9. Igazolja, hogy ha coNP # NP, akkor MAXKLIKK ¢ P.

Megoldds: Indirekt: Ha MAXKLIKK € P, akkor a komplementere is P-ben van, tehdat MAXKLIKK €
coNP. Viszont az NP-teljessége miatt minden L’ € NP nyelvre teljesiil, hogy L' < MAXKLIKK, amiért
L’ € coNP is igaz. Tehat NP C coNP.

Ha most L” € coNP, akkor a definicié miatt L” € NP, amib6l az el6bb kapott tartalmazas szerint L” € co NP
is kovetkezik, tehat L” € NP.

A feltevésiinkbdl ezek szerint az NP = co NP is kovetkezik, ami ellentmond a feladatnak.
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10. Igazolja, hogy ha egy X eldontési probléma NP-teljes és X € NP N co NP, akkor NP = co NP.

Megolddas: Mivel X NP-teljes ezért minden L € NP probléma esetén L < X, amibél X € coNP miatt
L € coNP jon, tehat NP C co NP.

A forditott irdnyud tartalmazast hasonléan lathatjuk be, mint az elobb: tetszoleges L € co NP problémara
teljesiil, hogy L € NP, tehat L < X az X NP-teljessége miatt, amibél L € co NP kovetkezik. Tehat L € NP,
azaz co NP C NP, és igy NP = coNP

11. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszdleges Boole-formuldrél polinom idében eldonti, hogy
a SAT nyelvnek eleme vagy nem. Hogyan lehet ezt felhasznédlva polinom idében megtaldlni egy adott
o(z1, 22, -+, zy) formuldhoz a valtozéknak egy olyan értékelését, amelyet ha a p-be behelyettesitiink, akkor
a formula értéke igaz lesz?

Megoldds:  FEl6szor adjuk be az eljardsnak magat a ¢ formulat. Ha a valasz az, hogy nincs megoldés,
akkor készen vagyunk. Ellenkez6 esetben legyen ¢ = 1 és helyettesitsiink x; helyébe hamis értéket. Legyen
wo az a formula, amit igy p-bél kapunk. Adjuk oda ezt az eljardasnak. Ha a vilasz az, hogy tovabbra is
van megoldds, akkor legyen ¢ = (g, kiilonben pedig ¢ = 1, ahol az utébbi azt jelzi, amit az x; helyébe
igazat behelyettesitve kapunk. (Vegyiik észre, hogy ha ¢y nem, akkor ¢; biztos kielégithets.) Hajtsuk végre
ugyanezt az ¢ = 2,3, ..., n valasztassal.

Ezen a moédon a valtozoknak sorban értéket adunk. Mivel minden i esetén x;-nek olyan értéket valasztunk,
amihez a hatralevé valtozék megvalaszthaték dgy, hogy a formula igaz legyen, a végén, amikor minden
valtozot rogzitettiink, az érték igaz lesz.

Lépésszam: legyen az eredeti eljards 1épéspészama az n valtozds formuldkon O(n¢). Ezt n-szer hivjuk meg,
mindig legfeljebb n valtozds formuldra. Ezért a lépésszama O(nct1).

Megjegyzés: lehet, hogy az eredeti formuldhoz tobb jé kiértékelés is van, ez a mddszer ezekbdl egyet fog
megtaldlni, a lexikografikusan legelsot.

12. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszdéleges n cstcsu grafrél polinom idében megmondja, hogy
van-e benne Hamilton-kér. Hogyan lehet ezt felhasznalva polinom idében megtaldlni egy adott G grafban
egy Hamilton-kort?

Megoldds: Elészor adjuk be az eljardsnak a G grafot. Ha az a vélasz, hogy nincs benne Hamilton-kor,
akkor készen vagyunk.

Kilonben legyenek a G graf élei fi, fo,..., fm- Az i =1,2,...m értékekre sorban csinaljuk a kovetkezot:

Hagyjuk el a grafbdl az f; élet, jelolje a kapott grafot G’. Adjuk be ezt a grafot az eljarasnak. Amennyiben
az a vélasz, hogy van benne Hamilton-kor, akkor G = G’-vel folytatjuk az eljardst. Ha nincs benne, akkor
viszont nem valtoztatjuk meg G-t.

Vegylik észre, hogy az aktudlis G-ben mindig lesz Hamilton-kor, de elhagyunk minden élet, ami ehhez
“nem fontos”. A végén a grafban kizardlag egy Hamilton-kor élei maradnak meg, igy itt méar konnytl ezt
,,megtalalni”.

Lépésszam: Legyen az eredeti eljaras 1épésszama az n csticsi grafokon O(n€). Ezt m-szer hiviuk meg, m < n?.
Egy él elhagyasa megoldhaté O(n) 1épésben, tehdt az egész egyiitt O(m(n®+ n)), azaz polinomiélis.

Megjegyzés: Lehet, hogy eredetileg tobb Hamilton-kor is van a grafban. Mindig azt ellendrizziik, hogy
marad-e az f; elhagydsa utdn is Hamilton-kor, és ha igen, akkor egy kevesebb éli graffal folytatjuk.
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