Algoritmuselmélet 2020 7. gyakorlat tervezett
P, NP
1. Alljon az L nyelv azokbdl az irdnyitatlan grafokbol, melyekben nincs kér. Igazolja, hogy L € P.

Megoldds: Elegend6 azt megmutatni, hogy erre az eldontési feladatra van polinom ideji algoritmus. A
szélességi (vagy mélységi) bejards alkalmas erre: egy tetszéleges pontbdl inditjuk és akkor hagyjuk abba,
hogy ha vagy minden pontot bejart vagy talalt egy élet, ami nem faél. Az utébbi esetben van kor a grafban.
Ha viszont minden él faél, akkor a graf egy erdd, tehat nincs benne kor.

Az algoritmus 1épésszama n csticsti grafokon matrixos megadés esetén O(n?), ami linedris a bemenet N = n?

hosszaban.

Megjegyzés: Ha ezt Turing-géppel akarjuk megvaldsitani, akkor tobb 1épés kell. Hiszen mig a matrixbdl két
pont kozotti él 1étezését eldonteni O(1) 1épés, addig a Turing-gép szalagjan oda kell menjiink a megfeleld
helyre, ami n?-tel ardnyos 1épést is jelenthet. De az ebbdl adédé O(n?) Gsszes 1épésszéam is polinomislis
n-ben (és igy N-ben is).

2. Az L nyelv alljon az olyan (G, s,t) harmasokbdl, ahol G egy irdnyitott graf, s és t a grafnak két cstcsa és
G-ben van 1t s-bol t-be. Igazolja, hogy L € P.

Megoldds: Egy s-bél indulé szélességi bejardssal megvalaszolhaté a kérdés. (A bejdras leallhat, ha elériink
t-be vagy ha bejartuk s komponensének 6sszes csticsat.) Mivel a BEFS polinom ideji, ezért L € P.

3. Alljon az L nyelv azokbdl az (n, m) parokbdl, amelyekben n és m egy-egy pozitiv egész szdm binaris alakja,
és ez a két szam relativ prim. Igaz-e, hogy L € P 7

Megoldds: Ttt a bemenet hossza ©(logn + logm), de az euklideszi algoritmus, amivel két szam legnagyobb
kozos osztdja meghatarozhatd, ebben is polinom idejii algoritmus.

4. Bizonyitsa be az aldbbi két nyelvrdl, hogy NP-beliek! Melyikrol tudja beldtni, hogy P-ben van? Melyikrél
latja, hogy co NP-beli?

(a) G irdnyitatlan grafok nyelve, amelyekben van legfeljebb 100 élbél 4116 kor.
(b) (G, k) parokbdl allé nyelv, ahol a G irdnyitatlan grafban van legfeljebb k élbél 4116 kor.

Megoldds: (a) A tant tétel alapjan NP-ben van, hiszen legyen az L; nyelv az olyan (G,y) parok nyelve,
ahol G egy iranyitatlan graf és y egy legfeljebb 100 éli kor cstcsai a kor mentén sorban felsorolva. Vilagos,
hogy G pontosan akkor van benne a feladatbeli L nyelvben, ha van hozza olyan y, hogy (G,y) € Li. Ennek
az y-nak a hossza, ha a korbeli csicsok sorszamat bindrisan felirjuk, ©(logn), ahol n a G csicsainak szdma,
tehdt |y| kisebb mint a G megaddsédnak hossza, ezért belefér a polinom korlatba. Még az kell, hogy L, € P.
Ez azért igaz, mert az Li-be tartozashoz azt kell ellendrizni, hogy a bemenet y részében legfeljebb 100
csucs szerepel, ezek mind kiilonb6zéek és hogy a szomszédos csticsok, valamint az els6 és utolséd csics kozott
megy él. (Igazabdl azt is megengedhetnénk, hogy a felsoroldsban legyenek ismétlédé csiicsok, azaz egy zart
élsorozatot adjanak, mert ha ilyen van, akkor legfeljebb 100 éli kor is van.)

(b) Ahhoz, hogy ez NP-ben van, az el6z6 bizonyitast csak kicsit kell médositani: az y tand most egy kort
alkoté legfeljebb k darab csics felsoroldsa. A bemenetben k bindrisan van lefrva, azaz a bemenet hossza
O(n?+log k). Formalisan nézve egy klog n hosszi tani ebben nem polinomialis. De vegyiik észre, hogy csak
k < n esetben lehet megoldés, és ekkor klogn < nlogn < n?, tehat a tant valéban polinom hosszi (sét,
linedris) a bemenet hosszahoz viszonyitva. Mivel az Lq-be tartozashoz legfeljebb k < n cstics kiilonbozéségét
és ennyi él meglétét kell ellendrizni, ez megoldhaté polinom idében, azaz L € P.

Az (a)-ban megadott nyelv vildgos, hogy P-ben is benne van, hiszen egy n cstcsu graf esetén a lehetséges
100 élii korok szdma nem tobb, mint 7', ami polinomiélis. Adott 100 pontra annak ellenérzése, hogy az
adott sorrendben kort alkotnak konstans sok 1épés, tehat minden lehetéség ellendrzése dsszesen O(n'%) és
igy polinom id6.

A (b)-nél nem alkalmazhatjuk az el6z6 eljarast, mert a lehetéségek szdma most n* nagysigrendi, ami nem
polinomidlis n-ben és log k-ban, és itt még az a feltevés sem segit, hogy & < n. Ennek ellenére ez a nyelv
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is P-ben van. Ehhez azt kell észrevenni, hogy egy grafban egy legrévidebb kor megtaldlhatd polinom sok
lépésben. Egymas utdn minden csiicsbdl inditsunk egy-egy BFS-t, mindegyiket az els6 nem faélig csinéljuk.
Fzzel minden esetben kapunk egy olyan kort, ami legfeljebb olyan hosszi, mint a kezd6épontot tartalmazo
legrévidebb kor. Az igy megtaldlt korok koziil a legrovidebb a grafban egy legkevesebb éli kor.

Az n darab BFS lépéseinek szdma O(n?), a keletkezd korck hosszanak meghatéarozéasa dsszesen megoldhaté
O(n?) 1épésben, tehat az egész polinomiélis.

Mivel P C co NP, kovetkezik, hogy mindkét nyelv co NP-ben is benne van.

5. Igazolja, hogy a
(a) MAXKLIKK = {(G, k) : G irdnyitatlan grafban van k pontua klikk} nyelv NP-ben van.
(b) 5SKLIKK = {G : G irdnyitatlan gréfban van 5 pontu klikk} nyelv
— NP-ben van,
— coNP-ben van,

— P-ben van.

Megoldds: (a) A tanu tételt haszndljuk: az L; nyelv élljon az olyan (G, k,y) harmasokbdl, ahol G egy
irdnyitatlan graf, k egy pozitiv egész és y olyan k darab cstcs felsorolasa, melyek G-ben egy teljes grafot
alkotnak. Ha (G,k) € MAXKLIKK, akkor k& < n, tehat a megfeleld y hossza polinomidlis. Azt kell
ellenérizni, hogy y valéban k darab kiilonboz6 csicsot tartalmaz, és hogy barmely kett6 kozott megy él (ami
kevesebb, mint k% < n? él ellendrzését jelenti), és ez megoldhaté polinom idében. Ha (G, k) € MAXKLIKK,
akkor nincs olyan y, ami megfelel ennek az ellenérzésnek.

(b) Az eléz6 bizonyitds a k = 5 esetre alkalmazva j6 az NP-beliség bizonyitasahoz.

Az, hogy 5KLIKK € P abbdl kévetkezik, hogy 6sszesen (’g) lehetséges 5 pontu klikk van, ezek ellendrizheték
osszesen O(n°) 1épésben.

Ebbdl, mivel P C co NP, kovetkezik, hogy 5SKLIKK € coNP.

6. Bizonyitsa be, hogy az alabbi nyelvek co NP-beliek!
(a) Az olyan péros grafok nyelve, amelyekben van teljes parositds.
(b) Az olyan gréfok nyelve, amelyekben van teljes péarositas.
(c) A sikbarajzolhaté grafok nyelve.

(d) Az olyan gréfok nyelve, amelyekben akirhogyan szinezziik ki az éleket 2 szinnel, mindig keletkezik
egyszinli hdromszog.

Megoldds: Mindegyik esetben azt kell megmutatni, hogy a nyelv komplementere NP-ben van. Ehhez a tant
tétel értelmében elegendd egy hatékony tantsitvanyt mutatnunk a komplementer nyelvre, ami lényegében
azt jelenti, hogy a nyelvbe nem tartozashoz kell rovid tant és ezt ellenérzé polinom idejii eljaras.

(a) A nyelv polinom idében felismerhetd, ennek bizonyitasa is jé megoldas, de itt most, a gyakorlas kedvéért,
egy tanut mutatunk a komplementerre.

Arra, hogy egy paros grafban nincs teljes parositas tanu egy olyan X ponthalmaz, ami megsérti a Hall-
feltételt. Ha megadjuk a pontoknak egy ilyen részhalmazat, akkor ellendrizni kell, hogy ezek a pontok mind
a paros graf egyik pontosztalyabol keriiltek ki. A szomszédaik meghatarozasanak 1épésszama O(n?), és ennyi
id6ben azt is ellenérizni tudjuk, hogy a szamuk valéban t6bb mint |X|. Amennyiben van teljes parositds a
grafban, akkor vildgos, hogy ilyen X nem létezik.

Szigoruan véve a nyelv komplementerébe azok a bemenetek is beletartoznak, amelyek nem paros grafot irnak
le. Ilyenkor az tires szé is megfelel tantinak, hiszen polinom idében meg tudunk gy6zoédni réla, ha egy graf
nem paros graf (BFS), és arrdl is, ha a bemenet nem gréafot ir le (mert nem négyzetszam hosszi 0/1 sorozat
vagy a megfelel6 matrix nem lenne szimmetrikus — nem iranyitatlan a graf).

A kés6bbiekben ilyen esetekben a nem megfelel alaki bemenet (tehdt nem graf vagy ha irdnyitatlan graf
kellene, akkor nem ilyet leiré) esetére altaldban nem fogunk kitérni. Ezek az el6bb vézolt médon egyszeriien
kezelhetok.
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(b) A Hall-tétel helyett itt a Tutte-tételt kell alkalmazni: arra, hogy nincs teljes parositds tani egy olyan
X ponthalmaz, hogy ezt elhagyva a grafbdl, a megmaradt részben a péaratlan pontszadmu komponensek
szdma tObb, mint |X|. Tehat L; allhat a (G,z) parokbdl, ahol x az X halmaz pontjainak felsorolédsa,
aminek n csicsi graf esetén a hossza O(nlogn). Az Li-be tartozashoz ellendrizni kell, hogy = a graf k
kiilonb6z6 csticsdnak a felsoroldsa. Az elhagydsukkal keletkezé graf (mdtrixa) polinom idében megkon-
strudlhat6. Ennek a maradék grafnak a komponensei (és azok mérete) egy szélességi bejarassal polinom
idoben meghatarozhatdk, és innen a Tutte-tételbeli feltétel ellendrizhetd.

Azt is tudjuk, hogy ha van teljes parositdas akkor nincs megfelel6 .

(c) Itt a Kuratowski-tételt hasznaljuk: tani a grafban taldlhaté K5 vagy K33 graf csicsai és annak leirasa,
hogy ezek éleinek a grafban mely utak felelnek meg. (Kizarélag a pontok megadédsa nem elég, mert nagyon
sokféle it lehet kozottiik.) Amit az Li-be tartozds soran ellendrizni kell: ezek tényleg utak az eredeti
grafban, a graf minden csucsa legfeljebb az egyikhez tartozik, és persze, hogy valéban az egyik Kuratowski-
graf lefrasdval van dolgunk. Ez polinom idejii eljarassal megvaldsithato.

Tudjuk, hogy ha a graf sikbarajzolhato, akkor nincs jé tand.

(d) Nézziik a komplementer tulajdonsdgot: a graf éleihez lehet gy két szint rendelni, hogy minden haromszog-
ben mindkét szin el6forduljon. Erre tant egy megfelelé szinezés, amit O(n?) bittel lefrhatunk (n a graf
csticsainak szdma). A grafbeli 6sszes haromszog ellendrzése O(n?) 1épés, ezért L € P. (A nyelv kompleme-
tere az elébb megadott tulajdonsagi grafokbdl és a nem grafot leiré bemenetekbdl all, de ez utébbi eset a
korabbiak szerint kezelhetd, hiszen felismerhet6 polinom idében.)

7. Alljon a nyelv az olyan (G, t) parokbdl, ahol G egy stlyozott, irdnyitatlan graf, t > 0 egész, és G-ben minden,
t darab élbsl 4llé péarosités silya legalabb t2. Igazolja, hogy ez a nyelv co NP-ben van!

Megoldds: A komplementer tulajdonsdg: a grafban van olyan t élii parositds, melynek sulya kisebb, mint
t2. Ehhez tani egy ilyen pérositds, amihez 2t csticsot kell megadni. Ennek hossza ©(tlogn) C O(n?), mert
t < n kell legyen. Amit az Li-be tartozashoz ellenérizni kell: ez valéban 2¢ kiilonb6z6 csticsa a grafnak, a
megfelelé élek a grafban szerepelnek és ki kell szdmolni a stlyaik osszegét, ami kisebb kell legyen, mint #2.
Ezek mindegyike megval6sithaté O(t) C O(n) 1épésben, tehat az eljards polinomidlis.

8. Legyen f:{0,1}* — {0,1}" olyan polinom id6ben kiszdmolhatd, bijektiv fiiggvény, aminél minden
x € {0,1}" széra teljesiil, hogy |f(x)| = |z|. Legyen L = {y : van olyan 1-gyel kezdéd6 z, amire f(z) = y}.
Igaz-e, hogy L € NP NcoNP?

Megoldas: A figgvény bijektiv, tehat van inverze, de ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy ezt az inverzet
polinom id6ben ki is tudjuk szamolni.

Azt viszont, hogy L € NP elég egy megfelel§ tanuisitvannyal igazolni. Legyen L; = {(y,1z) : f(1z) = y}.
Ekkor az x = 1z tand hossza a feltétel szerint |y|, az ellendrzése pedig az f(x) kiszdmoldsabdl &ll, ami
polinomialis.

A coNP-beliséghez az Ly = {(y,0z) : f(0z) = y} nyelv hasznalhaté, mert a feltétel miatt, ha f(0z) = v,
akkor nincs maésik ¢ sz6, amire f(t) = y.

9. Igazolja, hogy az a nyelv, ami az Osszes olyan M determinisztikus véges automata leirdasabdl all, melyre
L(M) # 0 teljestil, NP-ben van.

Megoldds: Arra, hogy L(M) # () egy tant lehet egy x € L(M). Az ellenérzés 1épésszéma O(|z|). Azt kell
még meggondolni, hogy van olyan z € L(M), amire |z| polinomiélis az automata lefrasdnak hosszaban, azaz,
hogy ha a nyelv nem {ires, akkor van révid eleme. Ehhez vegyiik észre, hogy ha x € L(M) egy legrovidebb
sz6, akkor a neki megfelel$ allapotatmenetek sorozatdban nem ismétlédhet allapot (kiilonben az ismétlédések
kozotti rész kihagyhat6 lenne a szébdl). Ez viszont azt jelenti, hogy |z| kisebb, mint az allapotok széma,
tehdt polinomidlis (valéjdban linedris).

Megjegyzés: igazabdl ez a nyelv P-ben is benne van: azt kell eldénteni, hogy az automatdban a kezdd
allapotbdl elérheto egy elfogadd allapot, ami egy, a grafon végrehajtott bejarassal megoldhaté.
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