Algoritmuselmélet 2020 2. gyakorlat
Véges automatak

1. Legyen ¥ = {0,1}. Adjon meg egy determinisztikus véges automatét, amely azokat a szavakat fogadja el,
amelyekben paros sok nulla és paratlan sok egyes van!

Megoldds:
Az Gtlet az, hogy szamoljuk a nullak és egyesek paritasat.

Mivel mindegyikre kettd, azaz 0sszesen négy lehet0ség van, 4
allapota lesz a DVA-nak. A kezdéallapot (A), amikor mind-

1
kettébél péros van (a 0 péros szdm!). Egy O hatdsira a 0 )O 1 0
nulldk paritdsa, egy 1 hatasara az egyesek paritasa véltozik, 1

1

ennek felelnek meg az dtmenetek. Az elfogadé allapot (B),
ahova paros sok nulldval és paratlan sok egyessel jutunk.

2. Legyen ¥ = {0,1}. Adjon meg egy determinisztikus véges automatdat, amely azokat a szavakat fogadja el,

amelyekben a nulldk szdma péros, az egyesek szama oszthaté 3-mal!

3. Legyen ¥ = {0,1}. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el,
amelyekben szerepel legaldbb 3 darab 1-es.

Megoldds:
Az el6z6hoz hasonld, de itt az egyeseket modulo 3 kell

szamolni. Az elfogadé allapot a kezdoéallapot lesz.

i
@

Megoldds:

0 0 0 0,1
RN NG
4. Legyen ¥ = {0,1}. Adjon meg egy determinisztikus véges automatat, amely azokat a szavakat fogadja el,
amelyekben nem szerepel a 001 részszo.

Megoldds:
El6bb felrajzolunk egy DVA-t ami a komplementerét fogadja

el, majd legyen F/ = Q — F.

O b

. 0
5. Mely szavakat fogadja el ez az automata? (X = {0,1}) ﬁ% 1 v@
0

)

Megoldds: Jellemezziik az egyes allapotokat a megfelelé nyelvekkel! Kicsit nézegetve az abrat a kovetkezére
juthatunk

L4 : az 1-t nem tartalmazd szavak.

Lp : van benne 1, és az utolsé 1 utan paros sok 0 van,

Lo : van benne 1, és az utolsé 1 utan paratlan sok 0 van.
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Bizonyitas: € € L4, és valéban kezdetben az A allapotban van. Az 1 hosszi sz6 vagy az A allapotba vagy a
B allapotba vezet, a jellemzésnek megfelelGen.

A tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy egy széval akkor és csak akkor jutunk az X allapotba, ha a sz az
Lx nyelvbe tartozik. A szd hossza szerinti teljes indukcidval jarunk el. A legfeljebb 1 hosszu szavakra mar
tudjuk, hogy ez igaz. Tegyiik fel most, hogy a legfeljebb k& hosszi szavakra a jellemzés helyes és tekintsiink
egy w = ajay - - - apar+q szo6t. Harom eset van, attol fiiggden, hogy a k-adik karakter utdn melyik allapotban
vagyunk.

az A allapotban: Ekkor eddig csupa 0 jott. Ha ax11 = 0, akkor megmarad ez a tulajdonsédg és igy w € Ly,
kiilonben pedig w € Lp. Vegylik észre, hogy az automata mozgasa ennek megfelel6, az els6 esetben
marad az A allapotban, a médsodikban atlép a B-be.

a B allapotban: Az indukciés feltevés szerint mivel a B dllapotban vagyunk a k-adik karakter utan, ezért
ai---ap € Lp, ami azt jelenti, hogy paros sok 0 van az utols6 1 utan. Ha a kovetkez6 karakter 1,
akkor ez a tulajdonsdg marad (nulla darab 0 lesz az utolsé 1 utén), kiilonben meg a végsé 0-k paritdsa
valtozik, w € Lo. Megint latjuk, hogy az automata mozgéasa ennek megfeleld.

a C allapotban: hasonl6 az el6z0hoz: az indukcid szerint aq ---ar € L¢, tehat volt mar 1, és az utolsé 1
utdn pératlan sok 0 volt. Most ha egy 0 jon, akkor a végén levo 0-k paritasa valtozik. Ha pedig 1 a
kovetkezo karakter, akkor is dtkeriiliink L g-be, hiszen a végén levo 0-k szama nulla lesz.

Azt lattuk, hogy minden esetben az automata mozgdsanak megfeleléen kertiliink &t egyik nyelvbdl a mésikba.
Mivel a hdrom nyelv az 6sszes sz6 egy particidjat alkotja, ezzel belattuk, hogy ez a jellemzés helyes.

Az automata altal elfogadott nyelv az elfogado allapotnak megfelelé Ly nyelv, azaz az olyan szavak alkotjdk,
amelyekben van 1, és az utolsé 1 utdn péros sok (akar 0 darab) 0 kévetkezik.

6. Mindkét nemdeterminisztikus véges au-
tomatara

. . . a

(a) adJ/a meg a })aabab sz6hoz tartozé ab @—» a,b
szamitési fat!

(b) A tanult eljarassal készitsen a
bel6liik determinisztikus véges

b
automatat! b
(c¢) Milyen nyelvet fogadnak el ezek a . a,b

véges automatak?

—

Megoldds: Nézziik az els6t! Erre a szamitasi fa és a determinizalt automata:
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A szamitési fardl leolvashatod, hogy elfogadja a szo6t, hiszen van olyan szamitasi t, ami végig ér és az elfogado
C éllapotban végzodik.

A nemdeterminisztikus véltozatbdl jol latszik, hogy azokat a szavakat fogadja el, amelyekben az aa és a
bb részszavak koziil legaldbb az egyik el6fordul. Ha egy ilyen el6fordulds elsé karakterénél hagyjuk el az S
allapotot, akkor elfogadé dllapotban végzddik a szamitds, kiilonben meg nem, mert nem tud eljutni a C' vagy
D allapotig. A determinisztikus valtozaton azt lehet megfigyelni, hogy az SAC és SBD allapotokba akkor
ériink, amikor el6szor jelenik meg két egyforma karakter egymas utan. Innen mar csak elfogadé allapotok
kozott mozgunk (amiket, épp ezért, ha akarjuk, 6ssze is vonhatndnk egyetlen elfogadé dllapotba).
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A masodik automatdnal a szamitési fa és a determinizédlassal kapott automata:

a,c
A2 p
a
b A b
b AP BTy 2
b a a / a \
A B B B b \ C c
\ b
C c——C
K 3—’ c
CLC aab

A szamitési faban egyik uton sem akadunk el, és mivel van olyan ag, ami nem A-val végzddik, a szdt az
automata elfogadja.

Itt a DVA-n latszik, hogy a szé els6 karakterével elfogadé allapotba jutunk, és a tovabbi karakterek hatasara
is mindig elfogadé allapot kovetkezik. Tehdat a nyelv az Osszes nem iires szébdl all.

Ez a nemdeterminisztikus véltozatbdl is leolvashaté. Az automata az iires szét nem fogadja el, de az elsé
karakterrel at tudunk menni az elfogadé B és C éllapotokbdl legaldbb az egyikbe, a tovabbiakban mindig
van olyan lehetdség, ami nem az A éllapotba (az egyetlen nem elfogadé allapotba) vezet.

7. Adjon nemdeterminisztikus véges automatdt amely azokat a szavakat fogadja el, amiben szerepel az 10100
r6s7570!

Megoldds:

Az Otlet az, hogy a kezdéallapotban varunk amig a 0,1 0,1
megfeleld részhez ériink (tehat a kilépés nemdetermin- & 1 0 1 0 : 0 g
isztikus lesz). Utédna egy allapotldncon végigmenve —& @ V@ '@ ] @
ellenérizziik a minta meglétét (ha koézben “hibés”

karakter jon, akkor a szdmitds elakad). A megtaldlt

minta utdn barmi jon, el kell fogadni a szdt, azaz

ebben az elfogadé allapotban maradunk, barmi is

érkezik. Egy lehetséges megoldas:

Determinisztikus automatat sem nehéz megadni. pl 0 0
igy

0,1
o 1 0 0
Ez nem pontosan ugyanaz, mint amit az el6z6 NVA de- — (1 1 @
1
1 1

terminizaldsaval kapunk, bar annak egyszertisitésével
is megkaphato.

8. Igazolja, hogy reguldris az a nyelv, amelyik az 6sszes olyan 0/1 sorozatot tartalmazza, amelyben van két olyan
1, hogy a kozottiik 4ll6 0-k szdma oszthatd 4-gyel. (A két valasztott 1 k6zott tovabbi 1-ek is eléfordulhatnak.)

Megoldds:

Ahhoz, hogy igazoljuk a regularitist elegendé egy NVA- 0,1 1 1 1
t mutatni. Az Otlet az, hogy “nemdeterminisztikusan 8 1 0 g 0 8 0
kivarjuk” amig a megfelel6 1 nem jon, innen a 0-kat — @

szamoljuk modulo 4 (az esetleg kozben jové 1-ek nem 1 0

valtoztatnak az aktudlis allapoton). amikor a 4-gyel os-

zthaté darab 0 utéan egy 1 jon, akkor elfogadé &llapotba

megyiink, és ott is maradunk, hiszen a sz6 mar biztos jo.

Egy lehetséges megoldés: 0,1

9. Készitsen olyan véges automatdt, amely a tizedes tort alakban felirt raciondlis szdmokat fogadja el. (X
a tizedespontbdl és a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyekbdl &ll.) Az elfogadandé szam vagy
tizedespont nélkiili egész szdm (pl. 123), vagy tartalmaz tizedespontot. Az utébbi esetben azt is el kell
fogadni, ha az egészrész hidanyzik. (pl. helyes az 123.456 vagy a .456 is, de nem fogadhat6 el 123. és ha a
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bemenet csak egyetlen pontbdl all). Megkoveteljiik tovabba azt is, hogy az egészrész ne kezd6djon felesleges
0-kal (de pl. a 0.456 helyes).

Megoldas:
Itt az attekinthetOség kedvéért egy lehetséges hianyos au-

tomatat adunk meg, ami sziikség esetén a szokott modon tel-

jessé teheté. Gondoljuk at, milyen allapotokra van sziikség: 0.9
a kezdéallapotbdl (A) atléphetiink egy a 0-t elfogaddéba (V).
Ha itt egy szdmjegy jon, akkor a bemenet helytelen, ezeket
az atmeneteket elhagyjuk, és igy a szamitds elakad. A
nullatél kilonboz6 egész szdmohoz egy maésik éallapot (.S)
tartozik. Itt maradunk barmilyen tovabbi szamjegy esetén,
és ez is elfogadd dllapot kell legyen. Ezzel az egész szamokat
kezeltiik. Tizedespont johet N vagy S utén, és a megfelelo
allapot (P1) elutasité kell legyen. Vagy a tizedespont lehet
a legels6 karakter, ekkor viszont egy ujabb allapot kell, mert
ez nem elfogadé (P0). Barmelyik valtozatban a tizedespont
utdn johetnek még szamjegyek, és ezekkel ismét elfogadd
allapotba (T'). Ha egy ujabb pont kovetkezik, akkor a be-
menet hibds, ezt itt ismét elakadassal jelezziik. Tehat a
hidnyos VA:

10. Legyen ¥ = {0,1}. A jelsorozatokat tekintsiik mint bindris szdimokat. Adjon véges automatat amely pont a
harommal oszthat6 szamokat fogadja el! Vegye figyelembe, hogy szam 0-val nem kezdddik, kivéve maga a 0
és hogy a szdmokat a legmagasabb helyiértékii szamjegytol kezdjiik olvasni!

Megoldds:

A lehetséges 3 maradéknak egy-egy éllapot feleljen meg. Az . 0 @:3 0,1
ezek kozotti dtmenetekhez vegyiik észre, hogy ha a bindris : 1

alakban felirt  szdm utan egy 0-t irunk, akkor a szam értéke 0

kétszerese lesz, ha pedig 1-et, akkor kétszerese+1. EbbOl k/@iD
konnyen kiszamolhatd, melyik maradékosztalybol melyikbe 0

jutunk egy 0 vagy egy 1 hatasara Még arra kell figyelni, hogy
ha az els6 karakter 0, akkor ezt elfogadjuk, de ha jon még
utdna valami, az mar nem jo.

1

11. Az Lj nyelv alljon az olyan ¥ = {a,b} szavakbdl, amelyekben hatulrdl szamitva a k-adik karakter b.
(a) Mutassa meg, hogy minden k > 1 esetén van az Ly, nyelvet elfogadd, k+1 dllapoti nemdeterminisztikus
véges automatal

(b) Mutassa meg, hogy minden, az Lj nyelvet elfogadé determinisztikus véges automaténak legaldbb 2%
allapota van!

Megoldds:

Az (a) részhez a “mintailleszt6” NVA mintajara konnyd au-

a,b
g b a,b a,b a,b
tomatat adni, pl. Ly-hez ez j6 lesz: -

A (b)-hez mutatunk 2* darab sz6t, amelyek koziil semelyik ketté nem végzdhet ugyanabban az allapotban.
Ez garantélja, hogy kell legaldbb 2F &llapot. Vegyilk az Gsszes k hosszi szét. Ezekbél pont 2 darab van.
Koziiliik tetszoleges wy és wo széra teljesiil, hogy van olyan 1 < ¢ < k, hogy hatulrél az i-edik betiijiik eltér,
legyen mondjuk ez wi-ben a és wo-ben b. Egészitsiik ki mindkét szét k — i darab a betiivel. Az igy kapott
s1 = w1a¥"? & Ly, hiszen hatulrél a k-adik betiije a, mig sy = wya®~* € L, mert itt meg ez a betii b.

Raadas: Ezzel van egy alsé becsléstink a DVA méretére. Mekkorat sikeriil konstrualni?
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12. Bizonyitsa be, hogy minden olyan NVA, ami nem fogadja el az e-t, atalakithaté dgy, hogy ugyanazt a nyelvet
ismerje fel, de pontosan egy elfogadé allapota legyen.

Megoldds: Ha nem fogadja el az e-t, akkor a kezddallapot nem elfogad6. Vegytink fel egy 1j f allapotot. Ha
valamilyen nyil F-beli dllapotba mutat, akkor vegyiink fel e mellé egy olyat is, ami ugyanonnan indul, de
f-be mutat. Azaz ha §(r,a) N F # () valamilyen r € @ és a € X esetén, akkor legyen &' (r,a) = (r,a) U f,
kiillonben ¢’ (r,a) = d(r,a). Valamint legyen ¢'(f,a) = () minden a € ¥ esetén és F' = {f}.

Ha az eredeti automatédban van egy szora elfogadé szamitas, akkor az utolsé 1épést (és van utolsé 1épés, mert
az lres szot nem fogadjuk el) az tjra cserélve egy elfogadd szamitast kapunk M’-ben. Ez forditva is igaz.
(Ha F = (), akkor ¢ nem lesz elérhetd.)

13. Egy L nyelvbél az L nyelvet tigy kapjuk, hogy minden L-beli szét megforditunk, azaz forditott sorrendben
frjuk le a karaktereket. Bizonyftsa be, hogy ha L reguléris, akkor L is az.

Megoldds: Ha L reguldris, akkor van hozzad NVA (ami lehet persze DVA is egyben). Ebbél az el6zé feladat
megoldasa szerint készitiink egy olyan NVA-t amiben 1 elfogadé dllapot van. Ha a nyelv tartalmazza az e-t,
akkor a fenti mddszerrel olyan NVA készithet6, amiben két elfogadd allapot van, a kezdd qp és ez az 4j f
allapot, amibe csak befele menek nyilak. Végiil ebben az 1j NVA-ban megforditunk minden nyilat, legyen
g, = f éshae ¢ L, akkor F' = {qo}, ha pedig € € L, akkor F' = {qo, f}.

Vildgos, hogy egy nemiires sz6 elfogadd szamitési dtvonaldn visszefelé haladva egy olyan szamitdsi utat
kapunk, ami a forditott szét fogadja el és az e-t is jol kezeljiik.
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