Algoritmuselmélet 2020 1. gyakorlat
0, Q, ©, mintaillesztés

1. Ugyanarra a feladatra van két algoritmusunk A és B. A maximalis 1épésszamot leiré fliggvényeket jelolje fa
és fp. Tudjuk, hogy fa(n) € O(fg(n)). Kovetkezik-e ebbél, hogy

a) A minden bemeneten gyorsabb, mint B?
b) A véges sok bemenet kivételével gyorsabb, mint B?

c) A megfeleléen nagy bemenetekre gyorsabb, mint B?

Megoldds: Mindegyikre nem a vélasz, pl. fa(n) = 2n és fp(n) = n esetén igaz, hogy fa(n) € O(fg(n)), de
fa(n) > fp(n) minden n-re.

2. Az alébbi fiiggvények koziil melyikre igaz, hogy O(n?) és melyikre, hogy Q(n?) ?
fi(n) = 11n? + 100000 fa(n) = 8n?logy n f3(n) = 1,5n + 3\/n

Megoldds: fi(n) < 12n2, ha n > 1000, ezért f; € O(n?) (c = 12, ng = 1000)
(vagy pl. fi(n) <100011n? és ezért ¢ = 100011, ng = 1)
Miésrészt nyilvan fi(n) > 11n?, tehat fi(n) € Q(n?) (és igy fi(n) € O(n?) is teljesiil.)

f2(n) & O(n?), mert ha fao(n) < cn? valamely ¢ konstansra, akkor 8logn < ¢, ami csak n < 2¢/% esetén
teljesiil, nem minden nagy n-re.
Nyilvdn fao(n) > 8n?, azaz fo € Q(n?).

f3(n) < 1,5n + 3n = 4,5n mindig teljesiil ha n > 1, ezért ez O(n) C O(n?). Mésrészt, ha f3(n) > cn?
valamely ¢ konstansra, akkor cn? < f3(n) < 4,5n is igaz és ezért n < 4,5/c, tehdt az egyenltlenség nem
teljesiilhet ha n nagy, f3 € Q(n?).

3. Mely a,b > 1 egész szamokra teljesiilnek az alabbiak?
n® € O(nb) 29 € O(2) log, n € O(log,n)

Megoldds: Az els6 esetben az kell, hogy n® < en?, azaz n®° < ¢ teljesiiljon valamilyen ¢ > 0 konstanssal,
ha n > ng. Az a = b esetben ez nyilvan teljesiil, n® € O(n*) (c¢=1, ng=1).

Az a < b esetben a kitevé negativ, ezért n®? < 1, tehdt ng = 1 valasztdssal mar ¢ = 1 esetén is teljesiil.
Ha viszont a > b, akkor a kitevd pozitiv, a fliggvény monoton no, végtelenhez tart, tehat nem létezhet ilyen
c konstans.

A miésodiknél, az el6z6hoz hasonléan 2977 < ¢ kell, ami a < b esetén teljesiil példdul ¢ = 1, ng = 1
valasztassal, de ha a > b, akkor nincs ilyen ¢ konstans.

ogy N

1
A harmadik esetben hasznaljuk fel, hogy log, n = tehat ¢ =

, > 0 jo. =1
logy a log, a jé. (o )

4. Az aldbbi fiiggvényeket rendezze nagysagrend szerint nem csokkend sorozatba: ha f; utdn kozvetlenil f;
kévetkezik a sorban, akkor fj(n) € O(f;(n)) teljesiiljon!
fi(n) = 8n? fo(n) = 5y/n + 1000n f3(n) = 2(ogz2)? fa(n) = 1514n%logy n

Megoldds: Megadunk egy sorrendet és megindokoljuk, hogy jo: fa, fa, f1, f3

f2(n) < 1005n < 1005n%logn < fi(n), c = 1,ng = 1 j6.

fa(n) < 1514n3 = 1514/8f1(n), ¢ = 1514/8,ng = 1 j6.

Vegyiik észre, hogy f3(n) = (2'°8")loen = ploen > n3 halogn > 3, igy ¢ = 8, ng = 2% = 8 j6.

5. Adjon O becslést a kovetkezo fliggvényekre:
(n?+8)(n+1) (nlogn + n?)(n® +2) (n! 4 2")(n® + log(n? + 1)) (2" 4+ n2)(n® + 3")

Megoldds: Sokféle j6 megoldas van, dltalaban az O-ba valami egyszerii, de minél kisebb fiiggvényt akarunk
tenni, most Ugy csinaljuk, hogy szdmolni se nagyon kelljen. Ehhez az el6fordulé Osszegek nagysdgrendjére
adunk becslést, és ezeket szorozzuk Ossze.

(n?2+8)(n+1) <2n?-2n € O(n3) (a becslés minden n > 1 esetén igaz).

(nlogn +n?)(n® +2) < 2n? - 2n% € O(n%) (a becslés minden n > 1 esetén igaz).
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(n!42™)(n? +log(n?+1)) < 2n!-2n% € O(n®n!) (a becslés minden n > 4 esetén igaz, amikortl mér n! > 27).
(2" +n?)(n3 +3") < 2-2"-2.3" (a becslés minden n > 4 esetén igaz, mert innen 2" > n?, és mar 3" > n?
is teljesiil).
Minden eset O helyett ©-val is helyes, ehhez az als6 becsléseket kell hasonlé médon meggondolni.

6. Tekintsiik az f1(n) = 1,5n! és fa(n) = 200 (n — 1)! figgvényeket. Melyik igaz és melyik nem az aldbbiak
kozil?
f1 € O(f2) f2 € O(f1) f1 € Q(f2) f2 € Q(f1) f1 €0(f2) f2 € ©(f1)

1
Megoldds: Vegyiik észre, hogy f1(n) = TEmfg( ) =cn - fa(n). Ebbdl latszik, hogy f1 € O(f2), f2 € O(f1),

fr € Q(f2), fa & Qf1), tehdt fi & O(f2) és fa & O(f1).

7. Jelolje egy algoritmus maximalis 1épésszamat az n méretli bemeneteken L(n). Adjunk fels6 becslést az L(n)
nagysagrendjére, ha tudjuk, hogy L(1) =2 és n > 1 esetén

(a) L(n)=L(n—1)+3 (b) L(n)=Ln—-1)+5
(¢) L(n)= (n—l)—|—3n (d) L(n)=2L(n—1)+3
(e) L(n) = L([n/2]) + (f)  L(n) = L([n/2]) +

(g) L(n)=2L([n/2]) + (h)  L(n) = 4L([n/2]) + 3

Az (e)-(h) esetben elegendo 2 hatvényra meggondolni.

Mi valtozik, ha egyenléség helyett < vagy > all?
Es ha O helyett © a feladat?

Megoldds:

(a) L(n) = L(n—1)+3 = (L(n—2) +3)+ 3. Ezt tovabb folytatva a 0 < i < n —1 esetben azt kapjuk, hogy
L(n) = L(n — i) 4+ 3i. Alkalmazzuk ezt az i = n — 1 vélazstdssal: L(n) = L(1)+3(n—1) =3n—1€ O(n),
s6t ©(n) is igaz.

(b) L(n)=Ln—1)+5=(L(n—2)+5)+5=Ln—i)+5 =L(1)+5(n—1) =5n—3 € O(n), sét O(n)
is igaz.

(¢) L(n) = L(n—1)+3n < (L(n—2)+3(n—1))+3n < L(n—2)+6n < L(n—i)+3in < L(1)+3(n—1)n € O(n?)
(Ebbdl a felsé becslésbél nem kévetkezik, de ha pontosabban szamolunk, ©(n?) is kijon.)

(d) L(n) =2L(n—1)+3=2(2L(n—2)+3)+3=22L(n—2)+2-3+3=2L(n—i)+32" 1+ +2+1) =

n1L(1) 4+ 321 —1) = 22" —-3e€0(2)

(e)—(h) részeket nézziik a 2 hatvany esetekre (azaz az egész részt mindig elhagyhatjuk).

(e) L(n) = L(n/2)+3 = L(n/4)+3+3 = L(n/2%)+3i. Azi = logn értékre kapjuk, hogy L(n) = L(1)+3logn,
tehat L(n) € O(logn) (Az is igaz, hogy L(n) € ©(logn).)

(f) L(n) = L(n/2) +n* < L(n/4) + 2n* < L(n/2%) + in*. Most is i = logn értékig kell menniink, ekkor
L(n) < L(1)+n*logn € O(n*logn). (Ez most valdéban csak egy felsé becslés, pontosabban szamolva kideriil,
hogy ©(n*). Miért?)

(g) L(n) = 2L(n/2) + 3 = 22L(n/4) + 3(2 + 1) = 2!L(n/2") + 3(2°"1 + --- + 1) Most i = logn értékig kell
menniink, erre L(n) = 21°87L(1) 4 3(2'°¢™ — 1) = nL(1) + 3n — 3 € O(n).

(h) L(n) = 4L(n/2) +3 = 42L(n/4) + 3(4 + 1) = 4L(n/2") + 3(4" 1 + ... + 1), ami i = logn értéknél
L(n) = 498" [(1) + 3(4°8™ — 1)/3 = n2(L(1) + 1) — 1 € O(n?).

Amennyiben = helyett < &ll, akkor a fels6 becsléseink tovabbra is igazak, tehdt az O eredmények helyesek
(de a © nem, mert pl az L(n) = 2 konstans fiiggvényre teljesiilnek a feltételek).

A > esetben viszont nem marad érvényben az O, hiszen az egy felsé becslés, és tetszdleges ,.elég nagy”
fiiggvény teljesiti a feltételeket, pl. az L(n) = a2™ a feltételtdl fliggd a-val. Ebben az esetben csak legfeljebb
alsé becslést (€2) lehet bizonyitani.

8. Az egyszerli algoritmussal, illetve a gyorskereséssel allapitsa meg, hogy az S = ABBABACABCBAC
szoveghben az M = ABABC minta hényszor fordul el¢! Hany Gsszehasonlitast hasznaltak az algoritmusok?

Megoldds: Az egyszerli algoritmus minden lehetséges illesztésnél az elsé hibdig megy (vagy amig a minta
végére nem ér), ez3+1+1+4+1+2+1+3+ 1= 17 Gsszehasonlitds (és 0-szor fordul elé a minta).
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A gyorskereséshez kell az ugréfiiggvény, aminek értékei: U[A] = 3, U[B] = 2, U[C] = 1. 0 eltoldsndl most
is 3 Osszehasonlitds torténik. Utdna U[S[6]] = U[A] = 3-mal toljuk el, itt 4 Gsszehasonlitas lesz, majd
U[S]9]] = U[B] = 2 jon, ahol 2 ésszehasonlitas lesz, azutan U[S[11]] = U[B] = 2 ahol 3 az 6sszehasonlitdsok
szdma, és U[S[12]] = 1 kovetkezik 1 Gsszehasonlitdssal, azaz Osszesen 3 +4+ 2+ 34+ 1 = 13.

9. Alljon a minta és a szoveg is csupa 0-bdl, a minta hossza m, a szévegé pedig n > m. Hany Gsszehasonlitést
végez,

a) az egyszerl algoritmus, ha csak a minta elsé el6forduldsat keressiik?
b) az egyszerii algoritmus, ha a minta 6sszes el6forduldsat keressiik?
c) a gyorskeresés, ha csak a minta elsé eléforduldsat keressiik?

d) a gyorskeresés, ha a minta Gsszes eléforduldsat keressiik?

Megoldds: (a) m, mert az elsé m karakter Osszevetése utan leallunk.

(b) n — m + 1 lehetséges eltolds van, ezek mindegyikénél m Osszehasonlitdsra kerill sor, azaz Osszesen
m(n —m + 1) Osszehasonlitas lesz.

(c) m, mert az elsé m karakter dsszevetése utéan leallunk.

(d) minden eltoldsnal m Osszehasonlitds van. Mivel a minta utols6 karaktere (is) 0, az ugrds mindig 1 lesz,
azaz mind az n —m + 1 eltolasra sor keriil, dsszesen tehat m(n —m + 1) dsszehasonlitds lesz.

10. Az n > 2 hossza csupa 0-bdl 4ll6 szoveghez adjon meg olyan m hosszi mintat, melyen az egyszerii algoritmus
m-t6l fliggetleniil O(n) Osszehasonlitdst haszndl!

Megolddas: Mivel n—m+1 eltolds lehetséges, és ez O(n), ezért elég arrél gondoskodni, hogy minden esetben a
minta hosszatdl fliggetlentil konstans sok 6sszehasonlitdsra keriiljon sor. Példaul, ha a minta 1-gyel kezdodik,
akkor az j6, hiszen minden eltoldsndl csak 1 Osszehasonlités, azaz Gsszesen n —m+1 € O(n) Osszehasonlitds
lesz.

Vagy példaul ha 001-gyel kezdddik a minta, akkor annak hosszatol fiiggetleniil mindig 3 Osszehasonlités,
osszesen 3(n —m + 1) € O(n) torténik.

(A gyorskeresés j6 esetben még ennél is gyorsabb tud lenni, példdul a csupa 1 minta esetén mindig (m+1)-et
ugrik, azaz n — m + 1 helyett az eltoldsok szama kevesebb, mint n/m, ami persze tovdbbra is O(n).)

11. Igazolja, hogy az egyszerii algoritmus varhaté futasi ideje O(n), ha a szoveg és a minta is véletlen 0/1 sorozat
(a bitek egymastdl fliggetlenek, mindegyik 1/2 - 1/2 valésziniiséggel 0 vagy 1).
Mi a helyzet, ha csak a minta véletlen?

Megoldds: Jelolje t; azt a valdsziniiségi valtozot, amelynek értéke az i-vel valo eltolaskor torténd 6sszehasonlitasok
szama. Ekkor az Gsszehasonlitdsok szdma Osszesen ) (" t;. Ennek a vérhaté értéke E(Dt;) = > (E(t;)).
Még azt kell meghatdrozni, mennyi az E(t;). Tetsz6leges szoveg esetén 1/2 valoszintiséggel 1 6sszehasonlitas
kell (a minta els6 karaktere eltér a szovegétdl), 1/4 valdsziniséggel 2 (az elsé karakter megegyezett, de
a mdsodik eltért, stb. Ezek alapjan E(t;) = > ;0,277 = 2 Tehdt az Ssszehasonlitdsok vdrhaté értéke

E(T ) = Y (E(t)) = 2(n —m +1) € O(n).

A fenti gondolatmenet akkor is miikédik, ha csak a minta véletlen.

12. Az A algoritmus 0/1 sorozatok mintaillesztési feladatat oldja meg, m bites minta és n > m bites sz6veg
esetén T'(n,m) > n lépésben megadja a minta 6sszes el6forduldsét (ndvekvo sorrendben).

Hogyan lehet ennek segitségével egy tetszbleges (legaldbb 2 elemii, de nem feltétleniil konstans méretii)
Y. abécé feletti szoveg—minta parra O((n + T'(n,m))log|X|) id6ben megtaldlni egy m hosszi minta Gsszes
el6fordulasat egy n hossza szévegben?

Megoldds: Az dbécé betiiit elkdédolhatjuk bindrisan, de ekkor t&bb gond is van: vigyéazni kell, hogy a binéris
sorozatoknal csak az olyan illesztés szabalyos, ami egy betii elsé bitjével kezdddik, és ezzel a szoveg és a
minta hossza is megnétt, ha a = [log |||, akkor mindkett6 a-szoroséra, azaz a lépésszam T'(an, am)-mel
lesz csak becsiilheto.
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Hogy a szbveg és a minta hossza ne legyen nagyobb, csindljuk a kovetkezot: a betiiket binarisan kodoljuk,
és az eredeti feladatot szétbontjuk o darab mintaillesztési feladatra, az f-edik feladatban a szévegbeli betiik
f-edik bitjeit tekintjiik, és ugyanigy a minta betliinek f-edik bitjeit.

Vegylik észre, hogy az eredeti feladatnal pontosan akkor szerepel a minta k eltolassal, ha mind az « feladatban
van illeszkedés a k eltoldsnél. Tehdt ennek az o darab feladatnak a kozos megolddsait keressiik. Amire egy
megoldés lehet, hogy ezekre parhuzamosan futtatjuk az algoritmust, és ha a k eltoldsnal mindegyik talalatot
jelez, akkor van egy megolddsunk.

Parhuzamos futtatas helyett iigyes konyveléssel is megoldhatjuk, hogy a kozos megoldds észrevétele is
beleférjen az adott idébe: felvesziink egy n méretli B t6mbot, aminek minden eleme kezdetben 0. Futtatjuk
az A algoritmust az £ = 1,2, ..., « bindris feladaton. Ha az f-edikben k eltolasra illeszkedést taldlunk, akkor
eggyel megnoveljik B[k] értékét. A végén megkeressiik, hogy a B témbben hol szerepel «, azaz melyik
eltolas szerepelt mindenhol.

A lépésszam O(aT'(n,m) +n) = O((n + T'(n,m))a). Felhasznalva, hogy log|¥| < a < 2log|X|, kapjuk a
kivant 1épésszamot.
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