Algoritmuselmélet 2020 14. feladatsor
2-3-fa, hash
1. Egy 2-3-fiban 4 elem van. Egyértelmii-e a 2-3-fa?

Megoldds: A szintek szama logz 4+ 1 = 2.2618... és logy 4+ 1 = 3 koz6tt van, tehat pont 3. A harom szinti
fanak pont 4 levele van, ha minden cstcsnak pont 2 gyereke van. Ha barmelyiknek 3 gyereke lenne, mar
legaldbb 5 levél lenne. Tehdt a fa egy teljes bindris fa, ami egyértelm@. Mivel azt is tudjuk, hogy az elemek
a levelekben balrdl jobbra novekednek, valamint a bels6 csiicsok cimkéi is egyértelmiien meghatarozhatdak
a levelekbdl, ezért a 2-3-fa egyértelmii.

2. Adjon egy 2-3-fat amely az 5,8,21,63 elemeket tartalmazza, majd sorban szirja be a 69,32, 7,23,25 elemeket!

Megoldds:
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3. Egy 2-3-fa gyokerének hirom fia van, a benne szereplé két érték 40 és 50. Mennyi lehet a tarolt elemek
minimélis, illetve maximalis szdma, ha tudjuk, hogy csak pozitiv egész szamokat tarol a fa?

Megoldds: A feltételekbdl kovetkezik, hogy a gyokérnek 3 fia van, a balban 1 és 39 kozott, kozépen 40 és
49 kozo6tt, a jobb oldalon 50-t61 tarolunk elemeket.

A minimalis elemszamot nyilvan gy kapjuk, ha a gyokér gyerekei levelek, az x, 40, 50 elemeket tarolja a
fa, ahol 1 < x < 39 tetszbleges egész.

A maximalis elemszdmhoz nézziik, mit tudunk mondani a fa magassagarol! Mivel jelen esetben a harom
részfa koziil a kozépso tarolhatja a legkevesebb elemet, ez fogja a korlatot adni. Ennek a magassaga legfeljebb
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3, és a lehetséges maximaélis 10 elem téroldsahoz kell is ennyi. Tehat a masik két részfa magassaga is 3 lesz.
Ezekben akkor kapjuk a lehet6 legtobb levelet (térolt elemet), ha mindig 3 felé dgaznak, azaz 27 — 27 elemet
tarolnak. Ennyi megengedett elem van is mindkét oldalon, tehat a maximalis elemszam 10 + 2 - 27 = 64.

4. Az [1,178] intervallumba es6 Osszes egész szamot egy 2-3-faban taroljuk. Tudjuk, hogy a gyokérben két
utjelz6 van, és az els6 ezekbol a 17. Mi lehet a masodik?

Megoldds: A masodik tutjelzé a jobb oldali részfaban tarolt legkisebb szam, tehat ezt kell meghataroznunk.

Az els6 utjelz6 miatt a bal részfa 1-t6l 16-ig tarolja a szamokat. Ezért ennek a részfanak a magassaga
legaldbb 3 és legfeljebb 4. Mivel két 1tjelzénk van, a gyokérnek 3 gyereke van. Tudjuk, hogy mindharom
részfa magassiga ugyanaz. Ha ez a kozos magassag 3, akkor a kozéps6 és jobb részfaban is legfeljebb 33 = 27
levél van, tehét legfeljebb ennyi értéket tarolhat, igy nem fér a faba mind a 178 elem. Tehét a bal részfa, és
igy a masik kettd magassaga is 4 kell legyen. Ekkor a mésik két részfa mindegyike legfeljebb 3% = 81 értéket
tarolhat. Mivel 16 + 2 - 81 = 178, ezért csak az lehet, hogy a k6zéps6 és jobb részfiban minden nem levél
csucsnak 3 gyereke van (a bal részfiban meg mindenhol 2), a kézépsé és jobb részfa is 81 elemet térol.

A gydkérben levd méasodik 1tjelz6 a jobb részfa legkisebb eleme, ami ezek szerint 16 + 81 4+ 1 = 98.
5. Nyitott cimzéssel hash-eliink egy kezdetben iires M = 11 méretii tdbldba a h(xr) = = (mod M) hash-

fliggvénnyel. Mi lesz a tabla allapota, ha a 4, 5, 14, 15, 16, 26, 3 kulcsokat a megadott sorrendben beszirjuk
és az utkozések feloldasara

(a) linedris prébat hasznalunk?
(b) kvadratikus maradék prébét haszndlunk?

(c) kettds hash-elést hasznalunk, amikor h'(z) = 7z (mod (M — 1)) a méasodik hash-fiiggvény?
Hany itkozés tortént az egyes esetekben?

Megoldds: (a) Az iitkozések szama: 0+0+0+2+4+ 4+ 4 = 14, a végén a tébla elemei sorban 22, 16,
157 147 47 57 IR 3

(b) Az iitk6zések szdma (lefelé indulok): 0+0+0+3+2+4+41 = 10, a végén a tabla elemei sorban 15, —,
3,14, 4, 5, 16, —, 26, —, —

(c) Az iitkozések szdma (most is lefelé indulok): 0+04+0+14+2+1+4+3 =7, a végén a tébla elemei sorban
3, 16, 26, 14,4, 5, —, —, —, —, 15

6. El6fordulhat-e nyitott cimzéses hash-elés esetén, hogy az n > 3 méretli tabldban csak 3 elem van, de a
keresés 1épésszama n 7

Megoldds: Igen, ha korabban torlések is torténtek, pontosabban, ha minden helyrol, ahol most nincs elem
volt torlés. Ekkor a keresés ezeken tovabbmegy, és ha a 3 bent levd egyike sem a keresett elem, akkor
mindenképpen bejarjuk az egész tablat.

7. J6 vélasztas-e M = T méretii tabldndl az h(z) = 2% (mod 7) hash-fiiggvény?

Megoldds: Nem, mert f(1) = f(6), f(2) = f(5) és f(3) = f(4), tehat minden a 0, 1, 4, 2 helyek egyikénél
kezd ahelyett, hogy a 7 lehetséges helyre szétoszlandnak (tobb iitk6zés varhatd).

8. A T[0: M] tabldban 2n elemet (n < M/3) helyeztiink el valamilyen hash-fiiggvény segitségével, amikor azt
tapasztaltuk, hogy az elemek mindegyike az elsé 3n hely egyikére keriilt. Ha nem volt kézben torlés és a
végén a tabldban minden 3i indexi hely iires maradt (0 < i < n), akkor legfeljebb hany {itkozés lehetett, ha

(a) linedris prébéat hasznaltunk?

(b) kvadratikus maradék prébét hasznéltunk?

Megoldds: (a) Ezek szerint a tablazat elején mindig két foglalt helyet kovet egy iires. Linedris probéndl
csak a két szomszédos titkozhetett a masodiknak érkezo beszurasakor, tehat legfeljebb n {itkozés volt. Ennyi
lehet is, pl. ha az elemek sorban 2, M + 2, 5, M + 5, stb.

(b) Mivel mindenkinek legaldbb az egyik szomszédja iires, elemenként megint legfeljebb egy iitkozés lehetett.
Ezért az iitkozések csak egy-egy szomszédos paron beliil torténhettek. Azaz most is legfeljebb n iitkozés
lehetett. Az el6z6 példa mutatja, hogy ez lehetséges is.
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9. Egy m méretli hash-tdblaban mér van néhany elem. Adjon O(m) 1épésszdmu algoritmust, amely meghatarozza,
hogy egy djabb elem linedris probaval torténé beszirdsakor maximum hény titkozés torténhet!

Megoldds: A feladat az, hogy a tabliban levs legnagyobb foglalt blokk hosszat meghatarozzuk. Ezt
egyszeriien dinamikus programozassal linearis idoben megtehetjiik példdul igy: Legyen M az eddigi legnagy-
obb befejezett blokk hossza, B pedig az aktudlis érték, kezdetben mindketté 0. Az m méretii T' tablaban
sorban az i = 0,1,2... indexekre (az indexet mod m értve):

Ha T'i]-ben nincs elem és B > M, akkor legyen M = B.

Ha T'[i]-ben nincs elem, akkor B = 0.

Ha Ti]-ben van elem, akkor noveljiikk B-t eggyel.

Ha i > m és Ti]-ben nincs elem, akkor megallunk. (Ez nyilvan be fog kovetkezni valamely i < 2m esetben.)
A végén max(M, B) a valasz.

10. A by...b, alaki n + 1 hosszu bitsorozatokat akarjuk tarolni. Tudjuk, hogy a by paritasbit (ami a sorozatban
az egyesek szamat parosra egésziti ki). Ha nyitott cimzésii hash-elést haszndlunk h(x) =z (mod M) hash-
fliggvénnyel és linearis prébaval, akkor M = 2" vagy M = 2™ + 1 méretli hash-tabla esetén lesz kevesebb
litkozés?

Megoldds: Az ilyen szamokon a mod 2" levagja az elsé bitet, tehat M = 2™ esetén kiilonboz6 sorozatok

nem litkéznek. Az M = 2" + 1 esetben viszont lesz iitkozés, a 00 - - - 00 1itkozik az 10 - - - 01 sorozattal, hiszen
mindkét esetben a h értéke 0.
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