Algoritmuselmélet 2020 12. gyakorlat
Dinamikus programozas, rendezések eleje

1. Adott n pozitiv egész szam, a1, as,...,a,. Az n+1 sorbdl és b+ 1 oszlopbdl 4llé6 T tablazat sorait 0-tdl n-ig,
oszlopait 0-tdl b-ig indexeljitk. Legyen T'[0,0] = 1 és T'[0,¢] = 0 minden 1 < ¢ < b értékre. Adjon eljdrast,
ami a T tobbi mezdjét dsszesen O(nb) 1épés alatt kitolti dgy, hogy T'[i, c] értéke azt mutassa, hanyféleképpen
lehet az ay,aq,...,a; szdmok koziil néhény Osszegeként a ¢ szamot eléallitani (1 <i<n,1 <c<b).

Megoldds: Vegytk észre, hogy a megadott nulladik sor is megfelel az értelmezésnek: a 0 hosszu sorozatbdl
tetszbleges ¢ > 0 szam csak nulla féleképpen allithato eld.

A ¢ = 0 akdrmilyen hosszt pozitiv sorozatbdl egyféleképpen &ll elé: gy, hogy egyik szamot se valasztjuk ki
(iires 6sszeg). Ennek megfelelen a nulladik oszlop végig 1 lesz.

Nézziik az i > 1, ¢ > 1 eseteket! Az els6 i szambdl a c-t vagy ugy allithatjuk eld, hogy az a; szdmot nem
is hasznaljuk, ebbdl van T'[i, — 1, ¢] lehetéség, vagy ha ¢ > a;, akkor az a; szdmot is hasznalhatjuk, ekkor a
kordabbiakbdl a maradék ¢ — a; Gsszeget kell el6éllitani, tehét: Ti,c] =T[i —1,c]+T[i —1,c¢—a;] hac > a;
és Tli,c] =T[i—1,c] ha ¢ < a;.

A téblazat kitoltése torténhet pl. soronként, azaz minden i = 1,...,n értékre kitoltjik a ¢ = 0,1,...,b
mezoket.

A téblazat mérete (n+ 1) - (b+ 1) € O(nb). Minden elemének kitoltése konstans 1épés, tehat az Osszes id6
O(nb).

2. Tekintsiik az RH probléméanak azt a valtozatat, amikor adottak az ai,as,...,a, és a b egész szamok,
melyekre teljesiil, hogy 0 < a; < n? minden 1 < i < n esetén. Kérdés, hogy van-e olyan I C {1,...,n},
melyre ), ;a; = b. Mutassa meg, hogy ez a valtozat P-ben van!

Megoldds: Vegyiik észre, hogy ha b > a1 +as + - - - +a,,, akkor biztos nincs megoldés, tehat a b > n3 esetben
az algoritmus térjen vissza a ,,nem” valasszal. Ha viszont b < n3, akkor elkészithetjiik lényegében az el6z6
feladatbeli tablazatot (nem kell feltétlentil szdmon tartani, mi hanyféleképpen all eld, elég csak az eldéllés
tényét rogziteni, azaz hasznalhatjuk a T'[i,c] = T[i — 1,¢] V T[i — 1, ¢ — a;] rekurziét is). Azt mar tudjuk,
hogy ez a téablazat O(nb) idében kitolthets, de ezt most a b-re alkalmazott korldt miatt O(n?*) idében tudjuk
kit6lteni, tehat ez az eljaras polinomilis.

3. Adjon O(n?) lépésszami, dinamikus programozast hasznalé algoritmust, ami megtaldlja egy n hosszi
ai,as,...,a, szamsorozatban a leghosszabb novekvo részsorozatot. Példaul a 10,3,5,2,7,1,18,4,12,17,6
sorozatban a leghosszabb névekvé részsorozat a 3,5,7,12,17.

Megoldds:

(a) Részfeladatok: minden 1 < ¢ < n-re M|i] legyen a leghosszabb olyan névekvd részsorozat hossza,
aminek utolsé tagja a;.

(b) Haladjunk ¢ = 1,2,...,n sorrendben.

(¢) M[1] =1 hiszen a; magéban jé, ennél t6bb meg nem lehet, mert nincs a; el6tt semmi.

(d) M[i] = 1+ max{M[j]|j < iésaj < a;}, ha van legaldbb egy olyan a;, amire j < i,a; < a;, kben
M| =1
Ez ezért jo, mert a;-t mindenképp valasztanunk kell és a leghosszabb itt végz6dd monoton részsorozat

egy olyan kordbbi aj-ben végz6dé leghosszabb sorozat folytatdsa, amire a; < a;, ha van ilyen aj,
kiilonben pedig a; 6nmagaban allva alkotja a legjobb ilyen sorozatot.

(e) A leghosszabb sorozat valahol végzédik, max{M]i]|1 < i < n}, adja meg a leghosszabb novekvd
részsorozat hosszat.

Ahol az 5. pontban a maximum felvevédik, ott lesz a vége a legjobb részsorozatnak és ha azt is feljegyezziik
az M i]-k kiszdmolaskor, hogy melyik j-nél volt a maximum (mi az eggyel kordbbi érték a sorozatban), akkor
a végén visszakovethetdo maga a sorozat is.

Az egész eljaras 1épésszama azért O(n?), mert n feladatot oldunk meg és mindegyikhez legfeljebb O(n) esetet
kell megnézniink, legfeljebb n korabbi a; van.
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4. Az A[l : n] tombben levé elemekrél tudjuk, hogy A[l] # A[n]. Adjon O(logn) sszehasonlitdst hasznald
algoritmust, amely taldl egy olyan ¢ indexet, hogy A[i] # Ali + 1].

Megoldds:  Bindris keresést hasznalunk: legyen ¢ = [n/2]. Ha A[i] # A[l], akkor az A[l : ] tomb
is ugyanolyan tulajdonsigi, mint az eredeti, elég ebben keresni. Ha viszont A[i] = A[l], akkor nyilvan
Ali] # A[n], és akkor a tovabbiakban az A[i : n] tombben kereshetiink.

Az eljaras végén a tomb leszilikiil egy 2 elemiire, azaz két szomszédos nem egyenld elemre, ekkor készen
vagyunk.

A 1épésszém, ahogy a binéris keresésnél O(logn).

5. Rendezze a 3,12,1, 34,4, 6,0 szamsorozatot beszirasos rendezéssell Hany Gsszehasonlitdsra volt sziikség?

Megoldds: A beszirdsos rendezésnek két fajtdja van: amikor linedrisan és amikor bindrisan keresiink. A
beszirasonként kapott sorozatok ugyanazok, de az 0sszehasonlitdsok szdma eltérhet.

Az eljards az, hogy az i-edik elemet szurjuk be a maéar rendezett elsé i — 1 elem kozé, tehdt a sorozat
az egyes lépésekben igy alakul: (3,12,1,34,4,6,0) — (3,12,1,34,4,6,0) — (1,3,12,34,4,6,0) —
(1,3,12,34,4,6,0) — (1,3,4,12,34,6,0) — (1,3,4,6,12,34,0) — (0,1, 3,4,6,12,34).

Az 6sszehasonlitdsok szdma linedris keresésnél (igy hangzott el, hogy elérél kerestink): 1+1+4-3+3+4+41 = 13,
bindris keresésnél: 1 +1+2+ 242+ 2 = 10.

6. Tudjuk, hogy az ay, ..., a, sorozat olyan, hogy egy darabig névekszik, utdna csokken. Adjon O(n) 6sszehasonlitast
hasznal6 algoritmust, ami névekvd sorrendbe rendezi az elemeit!

Megoldds: Otlet: a legnagyobb elemndl kettévagjuk a sorozatot. A kapott két rész mindegyike rendezett,
ezeket Ossze tudjuk fésiilni egyetlen rendezett sorozatta.

Megvalésitas: sorban az a; — a;+1 szomszédokat 6sszehasonlitva megtaldlhatjuk a legnagyobb elemet, legyen
ez a;. Eddig n — 1 Osszehasonlitdst haszndlunk. Az ai,...,a, és az an,Gn_1,-..,az11 NO6vekvé soroza-
tokat a tanult médon legfeljebb n — 1 Gsszehasonlitdssal Osszefésiiljiik, és igy legfeljebb 2n — 2 € O(n)
osszehasonlitassal készen vagyunk. (Az algoritmus mozgatja is az elemeket, de 6sszesen ez is O(n) 1épés.)

Megoldhatjuk az a, el6zetes megkeresése nélkiil is. Elég azt képzelni, hogy két sorozatunk van, az egyik els6
eleme a;, a mésiké a, (és kezdetben nem tudjuk, hol érnek véget). Legyen i = 1 és a j = n, és hasonlitsuk
Ossze az a; és az aj elemet. A kisebb a késziilé rendezett lista kovetkez6 eleme, és ha a; < a;, akkor az
1 értékét noveljik, kiilonben a j értékét csokkentjik. A tovabbiakban is igy, az Osszefésiiléshez hasonldéan
folytatjuk. Akkor lesz vége, ha i = j (és akkor ez a legnagyobb elem). Ez az eljaras legfeljebb n — 1 € O(n)
Osszehasonlitast hasznéal.

Megjegyzés: mindkét eljaras helyesen miikodik abban az esetben is, amikor a legnagyobb elem az a; vagy

az a, akkor eredetileg is egy rendezett sorozatunk van (névekvé vagy csokkend).

7. Az eredetileg névekvé ay, ..., a, sorozatban egy elem értéke megvaltozott, de nem tudjuk melyik. Hogyan
lehet O(n) 1épésben tjra névekvé sorrendbe rendezni az elemeket?

Megoldds:  Vegyiik észre, hogy ha a valtoztatds utdn is a; < a;41 minden é-re, akkor bar nem tudjuk
megallapitani, melyik valtozott, de erre nincs is sziikség, a sorozat tovabbra is rendezett.

Ha viszont van olyan ¢, melyre a; > a;41, akkor ez ugy keletkezett, hogy a; és a;11 valamelyike valtozott, a;
nétt vagy a;11 csokkent. legegyszeriib (nem feltételniil leggyorsabb) mdédszer, ha ezt a két problémaés elemet
beszirjuk a t6bbi elem &ltal alkotott novekvd sorozatba. Ezt végezhetjiik linedris kereséssel, amikor O(n)
1épést végziink. (Bindris keresésnél az Osszehasonlitdsok szama logaritmikus, de a mozgatdsokra akkor is
elmehet linedrisan sok 1épés.)

Megjegyzés: Egyetlen beszirassal is megoldhatd, hogyan?

8. Az Al : n| tombben szamokat tdrolunk. Hatdrozza meg O(nlogn) lépésben
(a) azokat az értékeket, amelyek egynél tobbszor fordulnak eld;

(b) a leggyakoribb értékeket (vagyis azokat, amelyeknél t6bbszor semelyik masik szdm sem fordul elé a
témbben)!
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Megoldds: (a) Ha a tomb rendezve van, akkor egyszeriibb a feladat, hiszen akkor az egyforma értékek
egymas mellett vannak. Ezért el6szor rendezziik a tombot, példaul az Osszefésiiléses rendezéssel, aminek
1épésszdma O(nlogn). Majd végigmegyiink a tdmbon, és ha ugyanaz az érték tobb egymas utani elemnél is
el6fordul, kifrjuk. Az algoritmusnak ez a része O(n) 1épés, tehdt Osszesen O(nlogn) 1épést végziink.

(b) Rendezziik a tombot, mint elébb. Most azt kell meghatarozni, hogy a rendezett tombben melyik elem
alkotja a leghosszabb blokkot. Ez egy szamlaléval egyszeriien megoldhaté: nyilvantartjuk, hogy mennyi az
eddigi legnagyobb blokk hossza, ott milyen érték volt, és szamoljuk az aktudlis blokk hosszat.

A rendezésen kiviil itt is linedrisan sok 1épés torténik, ezért a lépésszam O(nlogn).

9. Legyen adott egy egészekbdl all6 A[l : n| tomb valamint egy b egész szdm. Egy olyan 4,5 € {1,...,n}
indexpért kerestink, melyre A[i] + A[j] = b. Hogyan lehet ezt O(nlogn) id6ben megoldani?

Megoldds:  Vegyiik észre, hogy ha minden lehetséges indexpart ki akarunk prébélni, akkor (TQL) € 0(n?)
lehetOség van, ami t6bb, mint a kivant 1épésszam.

Itt is sokat segit a rendezettség, ezért rendezziik a tombot O(nlogn) 1épésben, pl. Osszefésiiléssel.

Ez utdn az i = 1,2, ..., n indexekre keressiik a tombben a b— A[i] értéket. Ha ezt bindris kereséssel tessziik,
akkor mindegyik keresés ©(logn) 1épésszdm, tehdt a 1épésszam Osszesen O(nlogn).

Megjegyzés: a rendezés utani rész linedrisan is megoldhaté. Kiindulunk az ¢ = 1, 7 = n indexekbdl és
altaldban, ha A[i] + A[j] < b, akkor az i értékét noveljitk eggyel, ha pedig A[i] + A[j] > b akkor a j értékét
csokkentjiik eggyel. Akkor hagyjuk abba, ha A[i] + A[j] = b vagy ha ¢ > j lenne — ez utébbi esetben nincs
megoldds. (Miért?)

10. Az n méretii (nem feltétlentil rendezett) A tomb elemei kiilénbo6zé pozitiv szamok. Adjon algoritmust, amely
meghatdroz egy 1 < k < n szdmot és kivdlaszt k kiilonbozé elemet az A tombb6l ugy, hogy a kivélasztott
elemek Gsszege nem tébb mint 2. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt a tényt. Az algoritmus
lépésszama legyen O(nlogn).

Megoldds: Vegyiik észre, hogy egy rogzitett k esetén, ha van megoldas, akkor a tomb legkisebb £ eleme is
megoldas. Ha ezek nem jok, akkor pedig nincs megoldas. Tehat azt kell vizsgalni, hogy van-e olyan k, hogy
a legkisebb k elem Gsszege legfeljebb k3.

Ehhez rendezziik a tombdt O(nlogn) 1épésben, példaul osszefésiiléses rendezéssel. Legyen k =1 és T = A[l].
Ha T < k3, akkor készen vagyunk, kiilonben noveljiik k-t és adjuk T-hez az A[k] szdmot. Ha egyik k < n
sem jo, akkor nincs megoldés.

A rendezés utani rész n 6sszehasonlitdst és O(n) Osszeaddst haszndl, ezért Gsszesen a 1épésszam O(nlogn).

11. Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,b1), (az,b2),...,(an,b,). Olyan P = (z,y) pontot keresiink
a sikon, amire az Y ;- | (|a; — x| + |b; — y|) Osszeg minimélis. Adjon algoritmust, amely O(nlogn) lépésben
meghatdroz egy ilyen P pontot!

Megoldds: A felirt 6sszeget minimalizdlhatjuk tgy, hogy kiilon meghatérozzuk az x koordindtaban és kiilon
az y koordindtdban a minimumot. Tehdt példaul olyan x kell, amire a y ;- | |a; — 2| Gsszeg minimdlis. Ehhez
képzeljik el az a; pontokat a szdmegyenesen. Ha x kisebb, mint a legkisebb a;, akkor x-et jobbra mozgatva
az Osszeg csokken. Amig kevesebb a; van eldtte, mint mogotte, addig jobbra mozgatva x-et az 6sszeg tovabb
csOkken. Akkortdl nd, amikor mar tobb a; van el6tte, mint mogotte. Tehat az optimélis x a rendezés szerinti
ko6zépso6 a;, ha n paratlan. Paros esetben mindegy, hogy hol van a kozépso6 intervallumon beliil, példaul az
T = ay,y valasztds jo.

Ezek utén az algoritmus: rendezziik az a; értékeket, és legyen x a rendezés szerinti [n/2] szdm. Ugyanezt
megcsindljuk y-ra: rendezziik a b; értékeket, és legyen y a rendezés szerinti [n/2] szdm.

Az algoritmus lépésszama, pl. Gsszefésiiléses rendezés esetén O(nlogn).

12. Adott a szdmegyenesen n intervallum, [a1,b1], ... [ay, b,]. Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen hosszi részt
fednek le a szamegyenesbdl (azaz, hogy mennyi U}, [a;, b;] Osszhossza). Adjon O(nlogn) 1épéses algoritmust
ennek a hossznak a meghatarozaséara!

Megoldds: Egy intervallum hossza b; — a;, de az unié lehet ezek 6sszegénél kevesebb, ha az intervallumok
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metszik egymast. Ezeket az atfedéseket kell valahogy kezelni, pontosabban megtaldlni azokat a diszjunkt
intervallumokat, amik az uniét alkotjak.

Rendezziik a végpontokat (mind a 2n szamot) gy hogy téroljuk, melyik volt egy intervallum kezdSpontja
és melyik egy intervallum végpontja. Az unié elsd része a legkisebb értéknél kezdédik (és ez sziikségszertien
egy intervallum a; kezdete). Menjiink a rendezett sorozatban addig, amig el6szor megegyezik a kezdd és
végpontok szdma. Ez egy végpontnal kovezkezik be (by), és vegylik észre, hogy itt ér véget az unié elsd
része, ennek a résznek a hossza by, — a;. Ha még maradtak a sorozatban elemek, ugyanigy folytathatjuk.

A 1épésszamhoz azt kell latni, hogy a rendezés utdn mar csak végig kell menni a sorozaton, szamlélva a
kezd6- és végpontokat. A hossz meghatarozasahoz legfeljebb n kivonas kell, majd ezek eredményét kell
Osszeadni. A rendezés lépésszama O(2nlog(2n)) = O(nlogn), az utdna kévetkezéké O(n), tehat ez Osszesen
O(nlogn).

13. Adjon minél kevesebb Gsszehasonlitdst hasznédlé algoritmust, ami n elem koziil megtaldlja a legkisebbet és a
legnagyobbat is!

Megoldds: Kiilon a legkisebbet és a legnagyobbat is meg lehet taldlni n — 1 6sszehasonlitassal, azaz megold-
hat6 2n — 2 &sszehasonlitassal. (S6t (2n — 3)-mal is. Miért?)

Ennél jobb a kévetkez6: elobb hasonlitsuk 0ssze az els6t a mésodikkal, a harmadikat a negyedikkel, stb. Ez
utdn vegyiik minden parbdl a kisebb elemet. A legkisebb koziiliik keriil ki. Hasznéljuk ezekre a minimumot
keres6 algoritmust. Hasonléan a paronkénti nagyobb elemek kozott taladljuk meg a maximumot. Ha paratlan
sok elem van, akkor az utolsé par helyett 3 elembdl hatarozzuk meg a kicsit és nagyot.

A lépésszam: |n/2| + 2+ 2(|n/2| — 1), ami kb. 1,5n. Pontosabban, ha n péros, akkor 1,5n — 2, paratlan
esetben pedig (n —1)/24+2+2(n—1)/2-2=1,5(n —1).

Megjegyzés: meggondolhatd, hogy 1,5n — 2 kell is. Legyen B azoknak az elemeknek a szama, amelyek
még lehetnek legkisebbek és legnagyobbak is, I, ami mér csak legkisebb lehet (volt mér ndla nagyobb), A,
ami mér csak legnagyobb lehet (volt nala kisebb, E pedig a t6bbi, aminél mar volt kisebb és nagyobb is.
Kezdetben |B| = n, a tobbi tires, a végén B tires, |I| = |A| = 1.

Két B-beli 6sszehasonlitasakor B kettével csokken, I és A eggyel-eggyel n6. Ha egy B-belit nem B-belivel
hasonlitunk, akkor B cstkken és mindig lehet olyan eredmény, amikor I és A egyike né, a masik nem csokken.
Ha két I-belit vagy két A-belit hasonlitunk, akkor egyikiik atkeriil az E-be. A tobbi esetben mindig lehet
olyan vélasz, hogy sem I sem A nem véltozik. Ahhoz, hogy a B kitiriiljon ezek szerint kell legaldbb n/2
Osszehasonlitds. A B-bd6l minden elem elébb az I-be vagy A-ba keriil, ahonnan viszont egyszerre csak egy
tud kikertilni, tehat ezek (majdnem) kiiiritéséhez kell Gsszesen legaldbb n — 2 6sszehasonlitds. Tehat egytitt
van legaldabb 1,5n — 2.

14. Adjon minél kevesebb Osszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami n elem koziil megtalalja a két legkisebbet!

Megoldds: EIobb a legkisebb, majd a tobbibél megint a legkisebb meghatdrozdsa n —14+n—2 =2n—3
Osszehasonlitds. Ennél jobbat is kaphatunk. Gondoljunk egy kieséses bajnoksigra. A gy6ztes legyen a
legkisebb. A mésodik nyilvan csak olyan lehet, akit a kés6bbi gy6ztes vert ki (a tobbieknél van legaldbb
kett6 nagyobb). Tehét a masodikra koronként egyetlen jelolt van. A bajnoksag lebonyolithaté log n kérben,
ennyi koziil kell kivalasztani a masodikat, tehat a feladat 6sszesen n + logn — 2 1épésben megoldhaté.
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