Algoritmuselmélet 2019 10. gyakorlat
NP-teljesség még mindig és EP

1. Lassa be, hogy a TSP feladat NP-teljes.
A TSP feladatban azt kell eldénteni egy élsiilyozott teljes G grafrél és egy k egész szamrol, hogy van-e G-ben
olyan Hamilton-kor, melynek silya legfeljebb k.

Megoldds: TSP NP-ben van, mert j6 tant a jé Hamilton-kor, ami megadhatd példaul a csticsok jo sorrendben
valé felsoroldsédval. A tanu hossza O(nlogn), mert n csucsot kell felsorolni, mindegyik leirhaté O(logn)
bittel. A tanu ellenérzése soran megnézziik, hogy mindegyik cstics egyszer szerepel (ez megtehet6 a tani
egyszeri végignézésével és annak nyilvantartdsdval, hogy melyik csicsot lattuk mar), illetve megnézziik,
hogy a szomszédos csicsok kozott valéban van él a szomszédossagi matrix szerint (ehhez is csak egyszer kell
végigmenniink a csicsok sorrendjén), ekdzben Ossze is adjuk az élek silyat, ez az eljards a tand hosszaval
aranyos lépésszamu.

Az NP-teljesség ezutdn az Iszonyi Hasznos Lemméabdl jon ki, mert HAM visszavezetheté TSP-re a kovetkezd
médon: minden G grafhoz rendeljiik azt a G-vel azonos csicsszamu élsilyozott teljes grafot, melyben a G-
ben szereplo élek silya 1, a G-ben nem szerepl6 élek stlya 2. Legyen tovabba a TSP-ben igy kapott grafhoz
tartozo k értéke G csicsszama, amit jeloljiink n-nel.

Ez a hozzarendelés O(n?) lépéssben megtehetd.
Ha G-ben van H-kor. akkor ezen H-kor minden éle 1 silyud a teljes grafban, vagyis itt van n silyu H-kor.
Ha a teljes grafban van n silyd H-kor, akkor az csak G-beli éleket tartalmazhat (mert n darab élet kell

kivalasztanunk és mindegyik silya 1 vagy 2 lehet csak), vagyis ekkor G-ben is van H-kor.

2. Adjon Karp-redukciét a PARTICIO problémardl a Ladapakolas feladat eldontési verzidjara. (Ebbol kévetkezik,
hogy a Ladapakolas feladat NP-teljes, mert az beldthatd, hogy Ladapakolds NP-ben van.)

Megoldds: Legyen {s1,82,...,8,}a PARTICIO feladat inputja és jeloljiik S-sel az Gsszes s; szam Osszegének
n

a felét, azaz legyen S = =15 Rendeljiik ehhez hozza az inputhoz a Ladapakolds alabbi inputjat: a
targyak mérete legyen {%,8—;, e %} és legyen k =2.

=: Ha ketté lehet osztani az s;-ket gy, hogy az Gsszeg mindkét részben ugyanannyi (azaz S), akkor ezen
felosztasnak megfeleléen a targyak osszmérete a Ladapakolas problémaban éppen 1 mindkét részben, azaz
2 ladaba beférnek.

<: Ha beférnek a targyak a Ladapakolasnal két ladaba, akkor az csak tgy lehet, ha mindkét ldda pont tele
van, azaz a laddkban levé targyak Gsszmérete éppen S mindkét részben, azaz a két rész Osszege ugyanakkora.
3. frja le egészértékli programozasi feladatként az aldbbi problémék optimalizaldsi valtozatét!
(a) MAXKLIKK
(b) MAXPAROSITAS

(¢) Minimalis lefogé ponthalmaz keresése egyszerti, iranyitatlan gréafban

Megoldds:

(a) Az adott G grafban maximalis klikket kerestink, amibe a megfelel csticsokat kell bevélasztani. Ezért a
valtozok feleljenek meg a csiicsoknak.

A feltételek: z; > 0, z; < 1 minden 1 <7 < |[V(G)] esetén és x; + x5 < 1 minden {i,j} € E(G).

A célfiiggvény: max ), x;

Ez jé: Tekintslink egy teljes részgrifot G-ben. Ekkor ha x; = 1 a kivalasztott cstcsokra, egyébként meg

x; = 0, akkor ezek a valtozdk teljesitik az egyenl6tlenségeket, mert két nem 6sszekotott pont koziil legfeljebb
az egyik tartozik a teljes részgrafhoz.

Masrészt ha az x;-k az egyenlotlenségeket teljesité egész szamok, akkor mindegyik valtozd értéke 1 vagy
0, Azokat a csucsokat kivédlasztva, melyekre x; = 1 egy teljes részgrafot kapunk, mert olyan pontparbdl,
amelyek nincsenek Gsszekotve, legfeljebb az egyik lehet benne.
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A célfiiggvény pont azt irja le, hogy a maximalis méretiit keressiik.

(b) Az adott G gréfban maximadlisan sok fiiggetlen élet keresiink, azaz most az élek beletartozasardl kell
donteni. Ezért a valtozdk feleljenek meg az éleknek.

A feltételek: x; > 0, x; < 1 minden 1 < i < |E(G)| esetén és z; + z; < 1 ha az f; és f; éleknek van kozds
csucsa.

A célfiggvény: max ), x;

Ez jo: Tekintsiink egy parositast. Ekkor ha a parositds éleire x; = 1, egyébként meg x; = 0, akkor ezek a
valtozdk teljesitik az egyenl6tlenségeket. Masrészt ha az x;-k az egyenlGtlenségeket teljesitd egész szamok,
akkor mindegyik valtozé értéke 1 vagy 0, és azokat az éleket kivalasztva, melyekre, x; = 1 egy parositast
kapunk, mert minden csticsra csak egy olyan él illeszkedhet, amire z; = 1.

A célfuggvény pont azt irja le, hogy a maximaélis méretiit keressik.

(c) Ez egy minimalizalasi feladat, de a mi EP véltozatunk maximalizdlds. Egy lehetséges megoldds, hogy
észrevessziik, hogy egy minimalis lefogd rendszer komplementere maximalis fiiggetlen ponthalmaz. Ezért a
valtozok feleljenek meg a csiicsoknak.

A feltételek: x; > 0, ; <1 minden 1 <17 < n esetén és z; +x; < 1 ha az {1, j} € E(G).
A célfiggvény: max ), x;

Ez jé: Tekintsiik egy lefogd pontrendszert. Ekkor, ha a benne levé csticsokra z; = 0, egyébként meg z; = 1,
akkor ezek a valtozok teljesitik az egyenlGtlenségeket. Masrészt ha az z;-k az egyenlGtlenségeket teljesito
egész szamok, akkor mindegyik valtozo6 értéke 1 vagy 0, és azokat a cstucsokat kivalasztva, melyekre, x; = 0
egy lefogd rendszert kapunk, mert minden élnek legalabb az egyik vége benne van.

A célfuggvény azt irja le, hogy a komplementere maximaélis, azaz a ponthalmazunk minimalis.

4. Adott egy G = (V,FE) iranyitatlan, egyszerii graf, melyben minden v € V csticshoz tartozik egy ¢, stly,
ami tetszOleges egész szam lehet. A G graf legfeljebb 2000 elemi filiggetlen cstcshalmazai koziil keressiink
olyat, melyben a cstcsok silyainak 6sszege maximalis. Fogalmazza meg a kérdést egészértékii programozasi
feladatként! (A feladatot nem kell megoldani, csak atfogalmaznil)

Megoldds:

Minden v cstcshoz tartozik egy x, valtozdé.

A feltételek: x, > 0, z, < 1 minden v € V(G) esetén, x, + z, < 1 ha az {v,w} € E(G) és ), x, < 2000
A célfiiggvény: max ), ¢, - Ty

Ez j6: Az egyenlétlenségek egész megoldasai megfelelnek az olyan fiiggetlen ponthalmazoknak, melyek mérete
nem nagyobb, mint 2000.

A célfiiggvény pont a részhalmaz Osszsulyat irja le.

5. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszoleges Boole-formuldrél polinom idében eldonti, hogy
a SAT nyelvnek eleme vagy nem. Hogyan lehet ezt felhaszndlva polinom id6ben megtaldlni egy adott
o(z1,z2,- -+, Tp) formuldhoz a valtozéknak egy olyan értékelését, amelyet ha a p-be behelyettesitiink, akkor
a formula értéke igaz lesz?

Megoldds: Elészor adjuk be az eljardsnak magat a ¢ formuldt. Ha a valasz az, hogy nincs megoldés,
akkor készen vagyunk. Ellenkezd esetben legyen ¢ = 1 és helyettesitstink z; helyébe hamis értéket. Legyen
o az a formula, amit igy ¢-bél kapunk. Adjuk oda ezt az eljardsnak. Ha a véalasz az, hogy tovdbbra is
van megoldés, akkor legyen ¢ = (g, kiilonben pedig ¢ = 1, ahol az utébbi azt jelzi, amit az x; helyébe
igazat behelyettesitve kapunk. (Vegyiik észre, hogy ha ¢ nem, akkor ¢; biztos kielégithetd.) Hajtsuk végre
ugyanezt az i = 2,3,...,n valasztassal.

Ezen a mdédon a véltozéknak sorban értéket adunk. Mivel minden i esetén x;-nek olyan értéket valasztunk,
amihez a hatralevé valtozdk megvalaszthatok dgy, hogy a formula igaz legyen, a végén, amikor minden
valtozdt rogzitettiink, az érték igaz lesz.

Lépésszam: legyen az eredeti eljaras 1épéspészama az n valtozds formuldkon O(n€). Ezt n-szer hivjuk meg,
mindig legfeljebb n valtozds formuldra. Ezért a lépésszdma O(nct1).
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Megjegyzés: lehet, hogy az eredeti formuldhoz t6bb jo kiértékelés is van, ez a mddszer ezekbdl egyet fog
megtaldlni, a lexikografikusan legelsot.

6. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami egy tetszdéleges n csticsu grafrél polinom idében megmondja, hogy
van-e benne Hamilton-kor. Hogyan lehet ezt felhasznalva polinom idében megtaldlni egy adott G grafban
egy Hamilton-kort?

Megoldds: Elészor adjuk be az eljardsnak a G grafot. Ha az a vélasz, hogy nincs benne Hamilton-kor,
akkor készen vagyunk.

Kiilonben legyenek a G gréf élei fi1, fo, ..., fm.- Az i =1,2,...m értékekre sorban csindljuk a kévetkezét:

Hagyjuk el a grafbdl az f; élet, jelolje a kapott grafot G’. Adjuk be ezt a grafot az eljardsnak. Amennyiben
az a valasz, hogy van benne Hamilton-kor, akkor G = G’-vel folytatjuk az eljardst. Ha nincs benne, akkor
viszont nem valtoztatjuk meg G-t.

Vegylik észre, hogy az aktudlis G-ben mindig lesz Hamilton-kor, de elhagyunk minden élet, ami ehhez
“nem fontos”. A végén a grafban kizardlag egy Hamilton-kor élei maradnak meg, igy itt mar kénnyt ezt
,,megtalalni”.

Lépésszam: Legyen az eredeti eljaras lépésszama az n csticsi grafokon O(n®). Ezt m-szer hiviuk meg, m < n?.
Egy él elhagyasa megoldhat6 O(n) lépésben, tehdt az egész egyiitt O(m(n® + n)), azaz polinomidlis.

Megjegyzés: Lehet, hogy eredetileg tobb Hamilton-kor is van a grafban. Mindig azt ellendrizziik, hogy
marad-e az f; elhagyasa utan is Hamilton-kor, és ha igen, akkor egy kevesebb éli graffal folytatjuk.

7. Tegylk fel, hogy van egy eljardsunk, ami egy tetszéleges n csicsu grafrdl polinom idében megmondja, hogy
az kiszinezhet6-e 3 szinnel. Hogyan lehet ezt felhasznédlva polinom idében megtalalni egy adott G grafnak
egy 3 szinnel szinezését (ha van ilyen egyaltalédn)?

Megoldds: Az otlet hasonld a korabban latott Hamolton-koros feladat otletéhez, gy akarjuk mddositani a
grafot, hogy a végére mar csak egy megoldds maradjon és az kénnyen kiolvashaté legyen a kapott grafbol.

Kezdjik most is azzal, hogy az eljarasnak beadjuk a G grafot. Ha az az eredmény, hogy nem lehet 3 szinnel
kiszinezni, akkor készen vagyunk.

Ellenkezd esetben hiizzunk be egy 1j élet és az {gy kapott G’ grafot adjuk az eljardsnak. Ha ez is j6,
akkor folytassuk a G = G’ graffal, kiilonben meg G-vel. Ha ezt minden hidnyzé élre megcesinaljuk, akkor
a végeredményiil kapott graf még mindig kiszinezheté 3 szinnel, viszont egyetlen tovabbi él sem hizhatd
be tgy, hogy ez a tulajdonsiag megmaradjon. Azaz a graf pontjai 3 fliggetlen halmazra oszthaték, amik
ko6zott minden €l be van huzva. Tehat ha azokat szinezziik egyformdra, amik kozott nincs él, egy jé szinezést
kapunk.

A médszer sorén az eljarast O(n?)-szer hivtuk (n a graf csicsainak szdma) és ugyanennyiszer kell egy élet
hozzdadnunk, igy tehat a feltevés miatt egy polinomialis algoritmust kaptunk.

Egy masik megoldds: A csicsokat egymads utdn megprobaljuk gy kiszinezni, hogy folytathaté legyen az
egész grafra. De az eljarasnak nem adhatunk be egy részben kiszinezett grafot, ezért G mellé vegyitink fel 3
4j csucsot, legyenek ezek a, b és ¢, és ezt a harom csiicsot kossiik Ossze egymassal. Most ha G egy v cstcsat
osszekotjik a-val és b-vel, és az igy kapott graf kiszinezhet6 3 szinnel, akkor v szine a ¢ szinével megegyezd.

Ezek utan a médszer a kovetkezd lehet: elészor az eljardst futtatjuk azon a G’ grafon, ami G-bdl és a 3 1j
csticson levo K3-bol 4ll. Ha ez nem szinezhetd ki 3 szinnel, akkor G sem, és készen vagyunk. Utana sorban
minden v csicsra csindljuk a kovetkezot: ElGszor 0sszekotjiik a-val és b-vel, és ezt adjuk az eljarasnak. Ha
az a valasz, hogy igen, akkor ez lesz az 1j G’. Kiilonben v-t osszekotjiik a-val és c-vel, ha most az a vélasz,
hogy ez a graf 3 szinnel szinezhetd, akkor ez az 1j G’, egyébként meg az, amikor v a b-vel és c-vel van
osszekotve. (Ha a masik ketté nem, akkor ez a harmadik biztos kiszinezhet6 3 szinnel.) Végiil G minden
csucsa Ossze lesz kotve az a, b, ¢ csicsokbdl kettovel, azok lesznek egyforma sziniiek, amelyek ugyanazzal a
kett6vel vannak 6sszekotve.

Lépésszém: El kell késziteni a G’ gréfot, ehhez mindig ij éleket adunk, ami polinom 1épés, (2n + 1)-szer
hivjuk meg az eljarast, ami osszesen O(n°t1); tehat polinom 1épés.

8. Tegyiik fel, hogy van egy eljarasunk, ami ha egy G = (V, E) gréfot és egy k < |V| pozitiv egészet kap
bemenetként, akkor polinom idében megmondja, hogy van-e G-ben k fliggetlen pont.
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(a) Hogyan lehet ezt felhasznédlva polinom idében meghatérozni egy adott H grafban a legnagyobb
figgetlen ponthalmaz méretét?

(b) Hogyan lehet megtalédlni egy ilyen legnagyobb ponthalmazt polinom idében?

Megoldas: (a) Az eljarast hivjuk meg a (H,1), (H,2), ... parokra. Ha a k-adik az utolsd, amire a vélasz
igen, akkor a(H) = k. Nyilvan legfeljebb annyi hivas lesz, amennyi csticsa van H-nak, tehat ez Osszesen
polinom sok 1épés. (A megfeleld értéket bindris kereséssel is meghatarozhatjuk, akkor a 1épésszam is kevesebb
lesz.)

(b) Most mar tudjuk, hogy k méretii fliggetlen halmazt keresiink. Elek behtzogatdsaval eljuthatunk egy
olyan G-t tartalmazé grafhoz, amiben egy k méretii fliggetlen ponthalmaz kivételével mar minden él be van
hiizva (ahogy a 3 szinnel szinezhetdség 1. megolddsdban). Ehhez Gsszesen kevesebb, mint n2-szer kell hivni
az eljarast n pontu grafokra, ami polinomidlis 1épésszam.
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