Algoritmuselmélet vizsgazarthelyi

A rendelkezésre 4116 munkaids 100 perc. 2012. januar 05.
Kérjiik, minden résztvevs nevét, NEPTUN kédjat, a dolgozat minden lapjanak jobb fels6 sarkdban olvashatdan
és helyesen tiintesse fel. Ezen kiviil a legfelss lapra irja rd gyakorlatvezetéje nevét is (akihez a NEPTUN szerint
jar).
Minden egyes feladat helyes megoldasa 10 pontot ér. A dolgozatok értékelése: 0-31 pont: 1, 32-43 pont: 2, 44-55
pont: 3, 56-67 pont: 4, 68-80 pont: 5. A puszta (indoklas nélkiili) eredménykézlést nem értékeljiik. A megindokolt
részeredményért aranyos pontszam jar. Az évvégi jegy kiszamitasakor a (legalabb elégséges) zh pontszaméat vessziik
figyelembe.
Irészeren és papirokon kiviil semmilyen segédeszkdz hasznalata sem megengedett, igy tilos az irott vagy nyomtatott
jegyzet, a szdmold- és szamitdgép ill. mobiltelefon hasznalata, tovdbba a dolgozatiras kozbeni egyiittmikodés.
Az eredményeket hétfé délig igyeksziink kézzétenni a honlapon.
Megtekintés, szébeli: 2012. januar 9. hétfs, 14:00-15:00, valahol a tanszék kérnyékén

1. Definiald az O(f) és Q(f) jelolések jelentését!

Egy lehetséges megoldds:

O(f) jelolés definicioja: Ha f(z) és g(x) az RT egy részhalmazén értelmezett, valos értéket
felvevs fiiggvények, akkor g = O(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és zo > 0 allandok, hogy
lg(@)l < c-|f(2)], ha z > .

Q(f) jelolés definicioja: Ha f(x) és g(z) az RT egy részhalmazén értelmezett, valos értéket
felvevs fiiggvények, akkor g = Q(f) jeloli azt a tényt, hogy 3 ¢ > 0 és zo > 0 allandok, hogy
l9(x)| = ¢+ [f(z)|, ha x> x0.

2. Ird le a radix rendezés algoritmuséat és bizonyitsd be, hogy az algoritmus mindig helyes
eredményt ad! Mennyi az algoritmus lépésszama? (A lépésszamot nem kell indokolni.)

Egy lehetséges megoldds:

A radix rendezés egy olyan lexikografikus rendezés, ami k darab koordinatabdl allé soroza-
tokat rendez. ElGszor a k. koordinata szerint futtat egy ladarendezést, majd (k —1)., (k —
2).,...,1. szerint. Az i. koordinata szerinti ladarendezés inputja az (7 + 1). koordinata sze-
rinti rendezés outputja, az ott kapott sorrendben adva be a rendezendd sorozatokat. Azt
allitjuk, hogy a végén a sorozatok listaja rendezett.

Az allitas bizonyitasa:

Legyen két tetszGleges elem b = (by,b,...,b;) és ¢ = (¢1,¢a,...,¢k), ahol b < c. azt kell
belatnunk, hogy a rendezés befejeztével b elérébb van, mint c.

Mivel b < ¢, ezért létezik olyan 1 < j < k, hogy b; = ¢; ha 1l <i < j és b; < ¢; (azaz a j.
koordinata az els§ pozicio, ahol a két szam eltér).

A radix rendezés elébb a k., majd a (k —1).,...,(j + 1). koordinata szerint ladarendez. A
J. koordinata szerinti ladarendezés soran a b a c elé keriil. A tovabbiakban a (j —1).,..., 1.

koordinata szerinti rendezés nem valtoztat a kettdjiik sorrendjén, mert b-t mindig el6bb
olvassuk be, mint c-t az aktudlis ladarendezésnél és innentsl kezdve mindig ugyanabba a
ladaba keriilnek ugyanebben a sorrendben, tehéat a rendezés befejeztével b a c el6tt lesz, igy
az allitast igazoltuk. U

Lépésszam: n elem rendezésének lépésszama, melyek egyenként k darab koordinataval ren-

delkeznek O(n + |A1]) + O(n + |Az]) + -+ O(n+ |Ak|) = O(k - n + Zn: |A;]), ahol az A,
i=1

véges, rendezett halmazbol az i. koordinata kertilt ki, igy |A;| jeloli az i. koordinéta szerinti
rendezéshez sziikséges ladak szamat.




3. Ismertesd az irdnyitott graf erGsen Gsszefiiggd komponenseinek meghatarozasara tanult algo-
ritmust! (Az algoritmus helyességét nem kell bizonyitani.) Mennyi az algoritmus lépésszama?
(Indoklas ehhez sem kell.)

Egy lehetséges megoldds:

Az algoritmus lépései:

I. DFS futtatasa egy valasztott x cstcsbol.

II. A graf élei iranyitasanak megforditasa utan DFS, cs6kkend sorrendben inditva az el6z6
befejezési szdmok szerint.

ITI. Ami mindkét irdnyban egy komponensben van, az egy erGsen 6sszefiiggé komponensben
van.

Lépésszam: O(n + e), ahol n a csucsok, e pedig az élek szama.

4. A Dinamikai Koztarsasdgban n-féle cimletd pénzt hasznalnak: dy < dy < --- < d,, din&rosokat.
Adj O(nC) 1épésszami algoritmust, ami meghatérozza, hogy legkevesebb hény darab pénzzel
lehet kifizetni C' dinart! (Feltessziik, hogy C' dinart valahogy ki lehet fizetni a fenti cim-
letekkel.)

Egy lehetséges megoldds:
A feladatot dinamikus programozas segitségével oldhatjuk meg.

A megoldas elején egy kis egyszertsitést tehetiink a dindrosokkal kapcsolatban: mivel a
feladatban meg van engedve az egyenlség az egyes dinarosok kozdtt, ezért az egyforma
értéket képviselsket kezeljiik azonosnak. Ezaltal n’ < n féle pénz all rendelkezésiinkre.

Jelolje TTi] az i osszeg elGallitaséhoz sziikséges pénzek miniméalis szamat, ezt fogjuk kisza-
molni minden 0 <14 < C esetre. T[0] = 0 nyilvanvaléan, hiszen 0 dinart 0 darab érmével els
tudunk allitani.

Azt allitjuk, hogy a tobbi érték a kovetkezd rekurzids Osszefiiggéssel kaphato:
T[] = miny;{7[i —d;] +1} hai >0

A rekurzios Osszefiiggés magyarazata: ha ¢ dinart kell 6sszeraknunk, akkor azt tgy tehetjiik,
hogy kivalasztunk egy d; dinaros érmét (innen joén a +1l-es tag), a maradék ¢ — d; dinart
pedig probaljuk a lehets legkevesebb érmével Gsszerakni valahogyan. Azt, hogy ezt hogyan
tehetjiik meg, a T'[i — d;] érték adja meg. Innen lathato, hogy a rekurzié helyes, hiszen igy
a T [1] érték kiszamolasakor az Gsszes esetet végignéztiik és ezekbdl valasztottuk a legkisebbet.

Az algoritmus végrehajtasa soran sorban elkezdjiik kiszamolni T[1], T[2], ... értékeket.
Megoldas: T[C]
Lépésszam: minden szobajovs 0, ..., C Osszeg esetén n' elem minimumét vizsgéljuk, ahol

n' < n, igy a lépésszam O(nC).

5. Egy 15 elemet tartlamazo6 kupacban az 1,2, ..., 15 szadmok vannak valamilyen elrendezésben.

T s

Eqy lehetséges megoldds:

A kupac tomb reprezentacidjarol tudjuk, hogy ha a kupacot reprezentald teljes binéris fa



cstcsait egy A[l : n] tombben taroljuk, akkor igaz, hogy balfiu(A[i]) = A[2:] és jobbfia(Ai]) =
A[2i + 1]. Ezek alapjan tehat a feladat meghatarozni, hogy mi lehet a balfit(gydkér) ered-
ménye.

Megallapithatjuk, hogy a gydkérben az 1 fog szerepelni, hiszen ez az elem a legkisebb, és a
kupac tulajdonsigai miatt a legkisebb elem szerepel a gyokérben. A 15 elemet tartalmazo
kupac egy 4 szintt, teljes binaris faval reprezentalhat6. A hat legnagyobb elem egyike sem
lehet a gyokér alatti szinten, hiszen egy itt taldlhato cstics alatt hat nalanal nagyobb elem
all még. Az eddigiek alapjan tehat a keresett elem biztosan nem lehet az 1, 10,11,...,15.
Belatjuk, hogy a tobbi szaim barmelyike viszont keriilhet a balfit(gydkér) helyre.

Vegyliik az alabbi elrendezést:

Ebben az esetben x helyén allhat 2,3,...,9, a fennmarad6 7 szdmbol pedig lehetséges egy
kupacot épiteni a gyokér jobb részfajaként.

. Egy kezdetben iires 3n méretd hashtablaba nyitott cimzéssel besztiirunk n kiilonb6z6 egész
szamot a h(z) = x (mod 3n) hashfiigvény alkalmazasaval, kvadratikus probaval. Legfeljebb
hény iitkozés torténhet?

Eqgy lehetséges megoldds:

Megjegyzés: Mivel a feladat hibasan lett kiirva, ezért linearis probalassal oldjuk meg (kvadratikus
esetben nem lehetne garantalni ezt a fels6 korlatot). A feladat ilyen megoldasara 10 pont
jart annak ellenére is, hogy hibas volt.

: ) y , e . : nl (n—1)-n
Mivel a tabla kezdetben iires, emiatt az iitkozések elvi maximuma > i = —

i=0

minden beszirand6 elem maximum annyi elemmel iitk6zhet, ahany elem van a téblaban.
Mutatunk egy olyan esetet, ahol az {itkozések szdma pont a fent nevezett érték, hiszen ennél
tobb litkdzés semmiképp nem lehet.
Ha példéaul csupa olyan kiilonb6z6 z; elemeket szurunk be, amikre z; = 1 (mod 3n) fen-

nall, akkor minden elem ugyanoda keriilne, az Gjonnan beszurt elemek az 0sszes korabbi

. —1)-
elemmmel iitkozni fognak. Igy belattuk, hogy az iitk6zések szama maximum % és

, hiszen

megmutattuk, hogy ez az eset el is allhat.

. Ellistaval adott egy G Osszefiiggd graf, melynek élei stlyozottak (lehetnek negativ silyok
is). Szeretnénk a graf pontjait két csoportra felosztani — egy X és egy Y ponthalmazra —
gy, hogy a legkisebb silyd olyan él, aminek egyik végpontja X-beli, masik pedig Y-beli,
a lehetd legnagyobb silyua legyen. Adj O(eloge) lépésszamu algoritmust egy ilyen felosztas
megtalélasaral

Egy lehetséges megoldds:

Keressiink a gratban minimalis salyu feszit6fat, valasszuk ehhez a Prim algoritmus éllistas
implementacidjat, ennek a lépésszama O(eloge). A csiicsokat az F' minimalis feszitéfa egyik
legnagyobb stilyt éle (melynek stlyat jeloljiik s-el) bontsa két részre: az él egyik oldalan 16vé
pontok alkossak az X, a masik oldalon 1év6k az Y halmazt. (Ezek csucsai az s sulyu él el-
hagyasaval keletkezd két komponens bejarasaval megkaphatoak.) Az igy kapott felosztasban



az X és Y halmaz kozott futé élek koziil valoban az s stlyd él lesz a minimalis, hiszen el-
lenkezs esetben s lecserélhets lenne a nalanél kisebb, X és Y kozott futo élre, igy elGallitva
egy kisebb stilyu feszit6tat, ami nem lehetséges.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott felosztas megfelels, vagyis ebben lesz a két rész kozott
mend minimaélis él a lehets legnagyobb. Tegyiik fel indirekt, hogy egy méasik, X', Y’ felosztas
esetén a minimalis X’ és Y’ kozotti él nagyobb s-nél. Ezt ugy is mondhatjuk, hogy ekkor
minden X’ és Y’ kozott futd él nagyobb, mint s. Mivel F' feszitéfa, biztosan lesz olyan éle,
ami X' és Y’ kozott fut. Viszont F minden élének silya legfeljebb s, igy ellentmondéasra
jutottunk.

. Igazold, hogy a kovetkezs eldontési probléma P-ben van, vagy azt, hogy NP-teljes:

Input: G graf, k egész szam

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszitéfa, melynek maximalis fokszama pontosan k7

Egy lehetséges megoldds:

Azt fogjuk belatni, hogy a probléma NP-teljes. A feladat megoldasat kezdjiik az NP-beliség
belatasaval. Jelen esetben egy j6 tanu erre az n csucsu gratban egy olyan feszitGfa, aminek
a maximélis fokszdma k, hiszen ez polinom id6ben ellenérizhetd: az adott fara megnézziik,
hogy minden csicsat tartalmazza-e a grafnak (O(n) 1épés), illetve a fa minden csicséra
deg(v) < k, és van olyan cstics amire deg(v) = k (szintén O(n) lépés).

Jeloljiik a feladat eldontési problémajat L-lel, és L'-vel azt a kicsivel egyszertibb problémat,
hogy ha a kérdést csak legalabb 3 pontu grafokra kell eldénteni. Elég belatni, hogy L'
NP-nehéz, hiszen ebbdl kévetkezik, hogy az altalanosabb L is az.

Belatjuk, hogy Hut < L'. A Karp-redukcio a G grathoz rendelje a (G, 2) part, vagyis L’
bemenete legyen G' = G és k = 2.

Az igy megadott fliggvény polinom idében szamolhat6. Tovabba pontosan akkor tartalmaz
G Hamilton-utat, ha G’-ben talalhat6 olyan feszitéfa, aminek a maximaélis fokszama k = 2.

Ez a kettd azért lesz minden esetben ekvivalens, mert az a feszit6fa, aminek a maximélis
fokszama 2 az egy 1t, mely minden G-beli csiicsot tartalmaz.

Tehat L' és ezért L is egy NP-nehéz probléma. Mivel NP-beli is, ezért NP-teljes.




