
Combinatorics and Graph Theory 1.

Exercise-set 13.

1. Determine the shortest paths from vertex A to the other vertices in the graph below using Ford’s
algorithm.
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1. Határozzuk meg az A pontból a többi pontba
vezet® legrövidebb utakat az alábbi G gráfban a
Ford-algoritmus segítségével.

2. a) Határozzuk meg az A csúcsból a többibe
vezet® legrövidebb utak hosszát az alább látható
H gráfban a Dijkstra-algoritmus segítségével.

b) Valamely él súlyát 1-gyel csökkentjük. Mely
élek esetében nem változnak meg ezzel az A-tól
mért távolságok?

c) Vegyük hozzá a gráfhoz a (B, E) élet. Mi-
lyen c(B, E) ≥ 0 súlyok esetén változnának meg
ezzel a legrövidebb utak hosszai?
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3. Határozzuk meg az s csúcsból a t-be vezet® legrövidebb
utakat a jobbra látható gráfban a Dijkstra-algoritmus se-
gítségével.
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4. A 2. feladat H gráfjában változtassuk a C-b®l A-ba men® él súlyát 3-ról −3-ra. Alkalmazhatjuk-e ekkor
a Ford-algoritmust a B-b®l a többi csúcsba vezet® legrövidebb utak megtalálására? Ha igen, hajtsuk is
végre az algoritmust.

5.Adjuk meg az összes olyan minimális élszámú irányított gráfot (élsúlyokkal
együtt), amely(ek)re a jobb oldali táblázat a Dijkstra-algoritmusban szerepl®
t(v) (v aktuális távolsága v1-t®l) tömb változásait mutathatja. Adjuk meg a
legrövidebb utakat tartalmazó m(v) (v-t megel®z® csúcs) tömb állapotait is.

v1 v2 v3 v4 v5 v6

0 2 6 ∗ ∗ 7
0 2 5 9 ∗ 6
0 2 5 6 9 6
0 2 5 6 8 6
0 2 5 6 7 6

6. Nyári utazásunkra valutát akarunk váltani. A pénzváltó n különböz® valutával foglalkozik, a j. fajta 1
egységéért rij-t kell �zetni az i. pénznemben. (Pl. ha a j. a dollár, az i. a forint, akkor rij = 275 lehet.)
Az rij tömb felhasználásával adjunk n3-bel arányos lépésszámú algoritmust, amely minden valutapárra
meghatározza, hogy mi az elérhet® legjobb átváltási arány, ha feltesszük, hogy az átváltásokért nem
számolnak fel külön költséget. (Az i. valutáról a j.-re való átváltás történhet több lépcs®ben is.)

7. A 2. feladat H gráfjában változtassuk az összes 1 súlyú él súlyát −1-re.
a) Alkalmazzuk a Ford-algoritmust az A-ból a többi csúcsba vezet® legrövidebb utak megtalálására.
b) Határozzuk meg minden lehetséges (x, y) pontpárra az x-b®l y-ba vezet® legrövidebb út hosszát a

Floyd-algoritmus segítségével.

8. A G irányított gráf élei között van egy negatív súlyú él, a többi él súlya pozitív. A gráfban nincs
negatív súlyú kör. Adjunk n2-tel arányos lépésszámú algoritmust az s ∈ V (G) pontból az összes többi
pontba vezet® legrövidebb utak meghatározására.

9. Adott egy n × n pixelb®l álló fekete-fehér kép. Szeretnénk a képen a bal fels® saroktól a jobb alsó
sarokig egy jobbra-lefelé haladó határvonalat húzni úgy, hogy a vonaltól jobbra-felfelé es® fekete, valamint
a vonaltól balra-lefelé es® fehér pixelek számának összege a lehet® legkisebb legyen. (A vonal mindenütt
a pixelek között fut.) Adjunk a feladatra legfeljebb n4-nel arányos lépésszámú algoritmust.

2. We use Floyd’s algorithm on the graph below to determine the lengths of the shortest paths from x
to y for all the possible pairs of vertices (x, y). During the algorithm (at the end of the 4th round)
the known (upper bounds on the) distances are contained in the matrix A4 below.
a) Determine the next matrix for the algorithm.
b) What are the distances between the pairs of vertices?
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A4 =


0 7 2 10 3
∞ 0 ∞ ∞ 1
∞ 5 0 8 1
∞ −3 ∞ 0 −2
∞ 2 ∞ 5 0



————

3. a) Run the DFS algorithm on the graph below starting from the vertices A, and E. Determine the
depth numbers, the backtrack numbers and the DFS forest obtained.
b) Determine whether the graph is acyclic or not, and if yes, then determine a topological ordering
of the vertices.
c) Compute the lengths of the shortest and longest paths form vertex E to the other vertices.
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4. a) Determine whether the graph below is acyclic or not, and if yes, then determine a topological
ordering of the vertices.
b) Compute the lengths of the shortest and longest paths form vertex A to the other vertices.
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5. Let the vertices of the connected, undirected graph G be denoted by x, y, z, u, v, w. After running
the DFS algorithm on G, we get the following depth and backtrack numbers for the vertices:
x : 1, 6; y : 2, 4; z : 6, 5; u : 3, 3; v : 4, 1; w : 5, 2.
a) Determine the edges of the spanning tree belonging to search.
b) Can we reconstruct G from the given depth and completion numbers?
c) At most how many edges can G contain?



6. There is a black-and-white image consisting of n× n pixels. We would like to draw a line from the
top left corner to the lower right corner of the picture going right/down in such a way that the sum
of the number of black pixels to the right (top) of the line and the number of white pixels to the
left left (down) of the line is as small as possible. (The line goes between the pixels everywhere.)
Give an algorithm solving the problem in at most c · n2 steps.

7. Let G be a connected, undirected graph. Is it true that
a) for every edge f of G there is a DFS started from some vertex, in which f is a tree-edge?
b) for every edge f of G there is a BFS started from some vertex, in which f is a tree-edge?
c) for every edge f of G there is a DFS started from every vertex, in which f is a tree-edge?
d) for every edge f of G there is a BFS started from every vertex, in which f is a tree-edge?
e) for every spanning tree F of G there is a DFS in which F is the DFS spanning tree obtained?
f) for every spanning tree F of G there is a DFS in which F is the BFS spanning tree obtained?

8. Show that the edge set of every loop-free directed graph can be decomposed into two sets which
both determine an acyclic directed graph (on the original vertices).

9. Let G be a connected, undirected graph with 10 vertices and 10 edges. Is it true that every spanning
tree of G is a DFS spanning tree of G?

10. Give four, pairwise non-isomorphic simple undirected graphs on 6 vertices for which each of the
DFS spanning trees are paths.


