Leszamlalasok

Szorzasi szabaly: Ha az 1. lépésben n valasztasi lehetdség van, a 2.-ban pedig m, akkor a két lépésben Gsszesen n - m
lehet@ség koziil valaszhatunk.

Osszeadasi szabaly: Ha az egyik esetben n, a masikban m valasztéasi lehetéség van, és ezek kizarjak egymaést (nem
teljesiilhetnek egyszerre), akkor Gsszesen n + m lehetdség koziil valaszhatunk.

(Ismétlés nélkiili) permutaciok: n kiilonb6zs elem sorbarendezései, szamuk n!.

Ismétlés nélkiili variaciok: n elembdl k kiilonb6z6 elem sorbarendezései, szamuk n(n —1)...(n—k+1) = = k)

Ismétléses variaciok: n elembdl k nem feltétleniil kiilonbozs elem sorbarendezései, szamuk n.

(Ismétlés nélkiili) kombinaciok: n elembdl k kiilonb6z6 elem kivalasztésa ugy, hogy a sorrend nem szamit, szamuk

(") = oo
Alapfogalmak

(Véletlen) kisérlet: eredményét nem tudjk biztosan, sokszor ismételhetd.
Elemi események: kisérlet (toviabb nem bonthat6) kimenetelei.
Eseménytér: eclemi események dsszessége (halmaza), jele: Q.

Események: az eseménytér részhalmazai.
Specialis események: Q) = biztos esemény, () = lehetetlen esemény.

Miiveletek eseményekkel:

1) Osszeg: A+ B, legalabb az egyik bekivetkezik (AU B);
2) Szorzat: A - B, mindketts bekévetkezik (AN B);

3) Ellentett: A, A nem kovetkezik be (komplementer);
4) Kiilonbség: A B, A bekovetkezik, B nem (AN B)

Azonossagok: az A, B, C eseményekre

1) A+ B=B+ A, AB = BA:
9) (A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC);

3) (A+B)C’ AC + BC, AB+C = (A+C)(B+C):
4) Q =9, A=A;

5) A + B AB, AB=A+B (de Morgan);

6) |4+ B| = |A] + |B| — |AB],
|A+ B+ C| =|A|+|B|+|C| - |AB| — |AC| — |BC| + |ABC] (szita formula).

Kizar6 események: A és B események kizaréak, ha AB = ().

Teljes eseményrendszer: Aq, Ay, ..., A,(...) teljes eseményrendszert alkotnak, ha
1) paronként kizaroak: A;A; =0, i # j,

2) osszegiik a biztos esemény: Ay + Ao + -4+ Ap(+...) = Q,

azaz pontosan az egyikiik kovetkezik be.

Relacié az események kozott:
A maga utan vonja B-t: A C B, ha A bekovetkezik, akkor B is (részhalmaz).

A valészintiség az Q) részhalmazain értelmezett, a [0, 1] intervallumba képezs P fiiggvény, azaz P : {események} — [0, 1],
amelyre teljesiil:

1. P() =1

2. ha Ay, Ag, ..., A,, ... paronként kizaré események, akkor P(A;+As+---+A,+...) = P(41)+P(A2)+-- -+ P(A,)+

A valb6sziniiség tulajdonséagai:
1) P(4) = 1 - P(A);
P) =

2)

) Ha A4, Ag, ooy An(...) teljes eseményrendszer, akkor P(A41) + P(Asg) +---+ P(4A,)(+...)=1;
) Ha A C B, akkor P(

)

)

)

)

A) < P(B);
P(B —A) = P(B) - P(AB);
(A+B) P(A) + 1;( ) —P(A

B)
(A+B+C’) P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC);
8) P(A1+As+ -+ A, +...) < P(A))+ P(A3) +---+ P(A4,) + ... (Boole-egyenlétlenség).

Konkrét kiszamolasok:

1) Klasszikus valészintiség: véges sok, egyenls valoszintiségi elemi esemény esetén tetszGleges A eseményre P(A) =
kedvezd esetek

Gsszes eset " L
2) Geometriai valoészintiség: ha ) egy véges geometriai alakzat, amelyben véletleniil valasztunk pontokat, akkor egy

tetszGleges A C ) eseményre P(A) = :Zgé;, ahol m jeloli a halmaz mértékét (hossz, tertilet, térfogat).




Feltételes val6szintiség

Az A esemény feltételes valészintlisége a B eseményre P(A|B) = PP(?BB)’), ha P(B) >

Az A és B események fliggetlenek, ha P(AB) = P(A) - P(B) (szorzat valosziniisége a valészintiségek szorzata).

A fiiggetlenség tulajdonsagai:

1) A és B fiiggetlenek pontosan akkor, ha P(A|B) = P(A), illetve P(B|A) = P(B) (szimmetrikus);
2) () és Q mindentdl fiiggetlen;

3) ha A és B fiiggetlenek, akkor A és B, A és B, illetve A és B is fiiggetlenek.

Megjegyzés: A fiiggetlen események nem Osszekeverenddk a kizaro eseményekkel!

To6bb eseménynél:

Az Ay, As, ..., A, események lehetnek paronként fliggetlenek, ha koziiliik barmely kettd fliggetlen;

vagy teljesen fliggetlenek, ha barmely részhalmazuk fiiggetlen.

Példaul 3 eseményre: A, B és C teljesen fliggetlen, ha paronként fiiggetlenek, és még P(ABC) = P(A)P(B)P(C) is igaz.

Fiiggetlen kisérletek: fiiggetlen egyszert kisérletekbdl felépiils Gsszetett kisérlet esetén a kiilonbo6zs egyszert kisérletekhez
tartozo események egymastol teljesen fliggetlenek.

Tétel (Lancszabaly): Ha Ap, As,..., A, (egymds utan bekovetkezs) események egy sorozata, és P(A1Ay... A1) > 0,
akkor P(A1A2 ce An) = P(Al) . P(Az‘Al) . P(A3|A1A2) """ P(An|A1A2 N An—l)-

Tétel (Teljes valoszintiség tétele): Ha By, Bo, ..., B, egy teljes eseményrendszer, ﬁgy, hogy P(B;),P(Bs),...,P(By) >
0, és A egy tetszlleges esemény, akkor P(A) = P(By) - P(A|By) + P(B2) - P(A|B2) + - -+ P(By,) - P(A|By).
Tétel (Bayes-tétel - az okok valoszintisége): Ha By, Bs, ..., B, egy teljes eseményrendszer, P(By), P(Bs),...,P(By) > 0,

és A egy tetszoleges esemény, amire P(A) > 0, akkor P(Bj\A) = P(31)-P(A|31)+P(1;(5-I)3(1?4(|g§+)---+P(Bn)-P(A|B,,,)’

minden j =1,2,..., n-re.
Valo6szintiségi valtozok

A val6szintiségi valtozo egy X : Q — R fiiggvény, azaz egy, az elemi eseményekhez valos szamokat rendels véletlen X
fliggvény. Azaz a fiiggvény értéke nem ismert, de az értékkészlete, Ry igen.

Eloszlasfiiggvény: Az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye egy Fiy : R — R fiiggvény, amelyre Fx (t) = P(X < t).

Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai:

0)0< Fx(t) <1

1) Fx monoton nové fliggvény, azaz ha s < t, akkor Fix(s) < Fx(t).

2) Fx hatarértéke a minusz végtelenben 0, plusz végtelenben 1: lim;, o, Fx () =0, lim; o0 Fx (t) = 1.
3) Fx balrol folytonos, azaz lim;,,_ Fx(t) = F(a).

Tétel: Ha az F fluggvényre teljesiil az 1), 2) és 3) tulajdonsag, akkor F' eloszlasfiiggvény, azaz van olyan X valoszintiségi
valtozo, amire F(t) = Fx(t).

Tétel: A kiilonbozs intervallumokba esés valoszintiségei az eloszlasfiiggvénnyel kifejezve:

1) P(X >a) =1- Fx(a) ([a,+o0) intervallum),

2) P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) ([a,b) intervallum),

3) P(X = a) = limy_,qq Fx(t) — F(a) (egy a pontra annak a valoszintisége, hogy X a-val egyenls, az eloszlasfiiggvény
ugrasanak értéke a-nal).

Megjegyzés: Ha az eloszlasfiiggvény folytonos a-ban, akkor P(X = a) = 0.

Diszkrét valdszintiségi valtozo: Olyan X valoszintiségi véltozo, amely csak véges sok kiilonbozs értéket vesz fel,
illetve felvett értékei sorozatba rendezhetSek, azaz Rx = {s1,$2,...,8n(,...)}.

Ekkor X eloszlasa az X altal felvett értékek és ezek valoszintiségei egyiitt, azaz Rx és P(X = s;) =p;, i =1,2,...,n(,...).

Tulajdonsagok:

1)0<p;<1lés)y . pi=1 (Az{X =s;} események teljes eseményrendszert alkotnak.)

2) X eloszlasfiiggvénye lépesés fiiggvény, amelyre Fix(t) = >, _, pi és pi = limy s,y Fx(t) — F(s;), azaz az ugrds értéke
si—nél.

Néhany diszkrét eloszlas:

1) Indikator eloszlas: Az X indikator valoszintiségi valtozo, ha egy p valoszintiségli A esemény bekovetkezését jelzi, azaz
X =1, ha A bekévetkezik, és X = 0, ha nem.

Jelolés: X ~ I(p) vagy X ~ I(A).

X eloszlasa: Rx = {0,1},és P(X =1)=P(A)=p, P(X=0)=1—p

2) Binomialis eloszlas: Az X binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo, ha n fliggetlen kisérletbdl egy p valoszintségt
esemény bekovetkezéseinek szamat méri, azaz X = k, ha az esemény k-szor kovetkezik be.



Jelolés: X ~ B(n,p).
X eloszlésa: Ry ={0,1,...,n},és P(X =k)= () -p"- (1 —p)" %, k=0,1,...,n.

3) Geometriai eloszlas: Az X geometriai eloszlast valoszintiségi valtozo, ha azt méri, hogy egy fiiggetlen kisérletsorozatban
mikor kovetkezik be elGszor egy p valdszintiségl esemény, azaz X = k, ha az esemény elGszor a k. kisérletben kiévetkezik be.
Jelolés: X ~ G(p).

X eloszlasa: Ry = {1,2,...,n,...},és P(X = k) = (1 —p)*~1.p.

Megjegyzés: Ekkor a valoszintiségek geometriai sort alkotnak. Az elnevezésnek nincs koze a geometriai valoszintiséghez.

Tétel. A geometriai eloszlas 6rokifja, azaz ha X ~ G(p), akkor P(X = k+1|X > k) = P(X =1).

Folytonos (eloszlasi) valoszintiségi valtozo: Olyan X valoszintségi valtozo, amelynek az eloszlasfiiggvénye egy
fliggvény integralja, azaz létezik olyan fx : R — R fiiggvény, amelyre Fx(a) = ffoo fx(t)dt. Ekkor F'(a) = fx(a).

Az fx fiiggvény az X valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye.

Megjegyzések:

1) Ekkor P(a < X <b) = F(b) — F(a) = f; fx(t) dt (azaz az adott intervallumba esés valdszintisége egyenls a gorbe alatti
tertilettel).

2) fx(a) ardnyos az a kozelébe esés valoszintiségével, de fx(a) > 1 is lehet.

3) Ha X folytonos valoszintségi valtozo, akkor P(X = a) = 0.

4) Diszkrét valoszintségi valtozonak nincs striségfliggvénye.

Tétel. Az fx : R — R siirtiségfiiggvényre teljesiil:

1) fx(t) >0, és

2) [7 fx(t)dt = 1.

Forditva, ha egy f flggvényre teljesiil az 1) és 2) tulajdonsag, akkor f stirtiségfiiggvény, azaz van olyan X valdszintségi
valtozo, amire f(t) = fx(t).

Néhany folytonos eloszlas:

1) Egyenletes eloszlas: Az X egyenletes eloszlasiu valosziniségi valtozo az (a,b) intervallumon, ha striségfliggvénye:
1
—, hate(a,b)
—J = 2 0)
Fx(t) = { 0 kiilénben.
Jeloles: X ~ U(a,b).

0, hat<a
Ekkor Rx = (a,b), és X eloszlasfiiggvénye: Fx (t) = z:z, ha t € (a,b),
1, ha t > b.

Megjegyzés: Ha geometriai valoszintség szerint valasztunk egy pontot az (a,b) intervallumbol, akkor egyenletes eloszlast
valészintiségi valtozot kapunk.

2) Exponencialis eloszlas: Az X ) paraméteri exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozo, ha stirdségfiiggvénye:
0, hat <0

Fx(t) = { A-e M hat>0.

Jelolés: X ~ Exp()).

0 hat <0

_ + 2 o . A _ ) =

Ekkor Rx = R™, és X eloszlasfiiggvénye: Fx(t) = 1—e ™  hat>0.

Megjegyzés. Az események bekovetkezési ideje gyakran ad exponenciélis eloszlast valoszintségi valtozot (diszkrét esetben

ennek a geometriai eloszlasa valoszintségi valtozo felel meg).

Tétel: Az exponencialis eloszlas 6rokifja, azaz ha X ~ Exp(A), akkor P(X > s+ ¢|X >t) = P(X > s).

3) Normalis eloszlas: Az X normélis eloszlasa valoszintiségi valtozo m és o paraméterekkel, ha stiriségfiiggvénye:
_=m)?

fx(t) = 7= e 27

2mo

Jeloles: X ~ N(m, o).
s—m 2
Ekkor Rx = R, és X eloszlasfiiggvénye: Fx(t) = ffoo fx(s)ds = fjoo 1L U5 g (nincs zart alakja).

2o

Megjegyzés: Sok apro hatés eredGjeként altalaban normaélis eloszlast valoszintségi valtozot kapunk (lasd kés6bb a centralis
hatareloszlas tételt).

Specialis eset a standard normalis eloszlas: N(0,1) (azaz m =0, o =1).
2
Ennek striségfliggvénye ¢(t) = = e~ T, eloszlasfiiggvénye O(t) = fioo ©(s) ds, utébbira vannak tablazatok.

Tulajdonsagok:

1) ¢(=t) = ¢(t) (paros fliggvény).

2) ®(—t) =1—®(t), ®(0) = 0,5 (kdzéppontosan szimmetrikus a (0, 1) pontra).
3) Ha X, ~ N(0,1), akkor X =0 - X +m ~ N(m, o).

Ha X ~ N(m,o), akkor X, = % ~ N(0,1). (X5 az X standardizaltja).

4) Ha X ~ N(m, o), akkor Y = aX + b~ N(am + b, |a|o).



Varhat6 érték, szoras

Varhato érték:
A varhato érték a valoszintségi valtozo értékeinek silyozott atlaga.
Kiilén definialjuk diszkrét, illetve folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozo esetén.

A) Diszkrét eset:
Ha X diszkrét eloszlasu valoszintségi valtozo, Rx = {s1,82,...,8,(,... )}, P(X =s;) =p;, i =1,2,...
akkor X varhato értéke: E(X) =), s;-p;, ha ), [s;| - p; < 0.

,n(,...) eloszlassal,

Megjegyzések:
1) A feltétel azt jelenti, hogy a sor abszolut konvergens kell legyen. Ha Rx véges, akkor ez mindig teljesiil.
2) A varhato értéket nem feltétlentil veszi fel a valoszintségi valtozo, azaz F(X) € Ry is lehetséges.

Tulajdonsagok:

1) Ha X = ¢ konstans, akkor E(X) = c.

2) Ha X > 0, akkor F(X) > 0. (Nemnegativ valoszintiségi valtozo varhato értéke is nemnegativ.)
3) E(aX +b) =aE(X) +b. (A varhato érték linearis.)

4) Ha g : Rx — R egy fiiggvény, akkor E(g(X)) =, g(s;) - pi, specidlisan: E(X?) =3, s? p;

B) Folytonos eset:
Ha X folytonos eloszlasa valoszintiségi valtozo fx (t) striségfiiggvénnyel, akkor X varhaté értéke: F(X) = f_oooo t- fx(t)dt,
ha [7|t] - fx(t)dt < oo.

Megjegyzések:

1) Ha Rx véges intervallum ([a, b)), akkor ez a feltétel mindig teljesil.

2) A folytonos esetre vonatkozo képlet a kovetkezSképpen feleltethetd meg a diszkrétnek: ffooo — >t — s, fx(t) —
pi-

Tulajdonsagok:

1) Ha X > 0, akkor E(X) > 0. (Nemnegativ valoszintiségi valtoz6 varhato értéke is nemnegativ.)

2) E(aX +b) =aE(X) +b. (A varhato érték linearis.)

3) Ha g : Rx — R egy fiiggvény, akkor E(g(X)) = [*_g(t) - fx(t) dt, specidlisan: E(X?) = [ 2+ fx(t)dt.
Megjegyzés: Ugyanazok a tulajdonsagok - a fenti megfeleltetéssel -, mint a 2,3,4 tulajdonsigok a diszkrét esetben.

Szoéras:
A szoéras a varhato érték koriili ingadozas mértéke.

Az X valoszintiségi valtozo szérasnégyzete 0%(X) = E((X — E(X))?), ha ez a varhato érték létezik.

Az X valoszintiségi valtozo szérasa o(X) = \/02(X) = VE((X — E(X))?),

Megjegyzések:

1) Tehat a szoras varhato értéktdl valo eltérés négyzete silyozott atlaganak négyzetgyoke.

2) Mind a diszkrét, mind a folytonos esetben ugyanaz a képlet.

3) A fenti (diszkrét/2, illetve folytonos/1) tulajdonsagok miatt a szordsnégyzet nemnegativ, igy létezik négyzetgyoke.

Tulajdonsagok:
1) Ha X = ¢ konstans, akkor ¢(X) = 0. Forditva, ha ¢(X) = 0, akkor X konstans.
2) o(aX +b) = |alo(X). (A varhato érték linearis.)

Tétel: 02(X) = E(X?) — (B(X))2.
Megjegyzés:

Ez a diszkrét esetben 0%(X) =", 57 - p; — (3, si - pi)? képlettel,
a folytonos esetben pedig a 02(X) = [ 2. fx(t)dt — (/7 t- fx(t) dt)? képlettel szamolhato ki.

oo

Tablazat a tanult eloszlasok paramétereirdl:
(a honlapon kiilon is szerepel)

Eloszlas neve Ertékkészlet | F,(t) | P(X =1) vagy f.(t) | E(X) | o(X)
Indikator I(p) {0,1} Po=q,p1=p p | VPa
Binomialis B(n, p) {0,1,...,n} pi=(})piq"" np | JApq
Geometriai G(p) {1,2,...} pi=q" " 'p % ?
Egyenletes Ul(a, b) (a,b) fa T atb g\—/%
Exponenciélis Ezp(\) R* 1—e M e % %
Normalis N (y,0) R (L) m}ﬂe ot [ o




