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0.1. Diplomaterv Bodon Ferenc mérnokjelolt részére

A szakirodalom megismerése utian ismertesse a jelenlegi stratégiakeresési modszere-
ket. Elemezze azok el6nyeit és hatranyait.

Ismertesse a Black Jack stratégiakeresés matematikai megkozelitését. Tegyen
javaslatot olyan algoritmus kidolgozésara amely valdszintiségszamitason alapul. Az
algoritmust elemezze sebesség szempontjabol

Implementaljon olyan programot, amely megval6sit kiilonb6z§ algoritmusokat
pontossag-szamitasi igény alapjan.

Hatarozza meg, hogy az egyes kartyalapok adott valdsziniisége mellett mennyi a
maximalis virhat6 nyeremény, tovabba adjon javaslatot a hosszitava nyerés megva-
l6sitasdhoz.



1. fejezet

Bevezetés

Munka mellett az ember mindig is kikapcsolodéasra vagyott, aminek egyik forméja
a jatékokban valo részvétel. Habar ennek f§ célja a szocializacid, a gyGzelemre vald
torekvés szintén fontos szerepet jatszik. Sok ember nem elégszik meg a vak szerencse
altal nyajtott lehet&ségekkel, és ezért kiilonbozd taktikakkal, stratégidk felallitaséval
probaljak meg levenni a labarél Fortuna istennét.

Diplomamunkimban stratégiakeresé modszerekrdl lesz sz6. Az egyes modszerek
elméleti leirdsa utan, a modszerek konkrét alkalmazésira is mutatok példat. Az
alkalmazasi példak jatékok lesznek, de a modszerek érvényességi kore ezzel nem ér
véget. Szamos fontosabb folyamat modellje felfoghat6é ugyanis valamilyen valoszi-
ntiségi jatéknak.

1.1. Valoészintiségi jatékok

Minden jatékban az egyes jatékosok bizonyos szamiu lehetGség koziil valaszthatnak
pl.: tablas jatékokban: merre 1épjen; kartyajatékokban: mit dobjon; kockajaté-
kokban: milyen tétet tegyen stb. Az akci6 végrehajtasa utan 4j helyzet alakul ki.
Amennyiben az adott helyzet, tovabba az akci6 egyértelmiien meghatarozza a kovet-
kez§ helyzetet, akkor determinisztikus jatékrol beszéliink. Ilyen pl. a sakk, malom,
stb.. Azonban ha az 0j helyzet ezen kiviil valamilyen véletlen tényezd fliggvénye
is, akkor az valésziniségi jaték. Igy tekinthetiink példaul a kartyajatékokra, ahol
egy laphtizasnal a csomagban 1év8, nem lathat6 lap hatarozza meg az 1j helyzetet.
Munkdmban az utobbi tipusu jatékok stratégiakeresési modszereit mutatom be.

1.2. A stratégiakeresés szintjei

Az altalam vizsgalt valészintiségi jatékok megegyeznek a kaszinokban elérhets jateé-
kokkal. Ezekre jellemz&, hogy révid elemi jatékok sorozatai. Egy elemi jaték a tét
elhelyezésétdl a tét elvesztéséig, vagy megnyeréséig tart. Ilyen elemi jaték példaul
a rulettben egy porgetés, a kockajatékban egy dobés, vagy a Black Jackben egy
kiosztas. Optimalis stratégiat ezért két szinten kereshetiink:

Elemi szinten Itt az egyes rovid jatékokra jellemz legjobb stratégia, illetve annak
nyereményének meghatarozasa a cél. A tét nagysagénak ezen a szinten nincs
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szerepe.

Globalis szinten Az egyes elemi jatékok varhaté nyerésérdl szerzett informécio
alapjan megmondhatjuk milyen tétet tegyiink. A teljes jaték tehat tétmani-
puléci6 és elemi jatékok sorozata. A globéalis szinten torténd stratégiakeresés
a teljes jatéksorozatra vonatkozik. Itt tudunk valaszt adni olyan kérdésekre,
hogy érdemes-e egyaltalan jatszani, milyen tGkére van sziikség, stb..

tétel 1.1. Amennyiben az elemi jatékok eqymdstol teljesen fiiggetlenek, akkor a glo-
bdlis szinten torténd stratégiakeresés értelmetlen, a teljes jdték eqy tétegységre juto
vdrhato nyereménye fiiggetlen a tétmanipuldciotol.

Bizonyitds. Vegyiink egy tetszbleges véges hosszi elemi jatéksorozatot. Jeldljiik az
i-edik elemi jaték varhato nyereményét E¢¢™-vel. Ekkor a teljes sorozat vérhato
nyereménye megegyezik az egyes elemi jatékok varhaté nyereményeinek silyozott
Osszegével, ahol a sily az aktualis tét, tehat:

= B (t6t) + téty + ... + tét,) (1.1)

= Eelemi | 5esutét

a masodik egyenl&ségnél azt hasznaltunk ki, hogy

elemi __ elemi _ _ elemi _ elemi
plemi — pelemi — | pelemi _ p

Tehat a jatéksorozat egy egységére jutd varhato nyereménye E®°™i_ami fiiggetlen
a tétt6l. A teljes sorozat varhaté nyereménye barmilyen tétq, této, ... , tét, kombi-

nacioéra ugyanaz, feltéve, hogy az Ossztét ugyanaz.
O

Kovetkezmény: Nem lehet hosszitavon nyerni olyan jatékokban, ahol az elemi
jatékok fiiggetlenek, és varhato nyereményiik negativ.

1.3. Tévhit a rulettel kapcsolatban

Az emberek tobbsége hisz abban, hogy miikodik az alabbi stratégia: ,, Tegyiink egy
egységet a pirosra, vagy a feketére véletlenszertien. Ha veszitiink, duplazzuk meg
a tétlinket, és jatszunk ujra. A duplazast addig folytassuk, amig nem nyeriink.
Ha nyertiink kezdjiink mindent elolrél (azaz tegyiink ismét egy egységet). Ha a
t6kém nagy, akkor annak az esélye, hogy annyiszor veszitek egyméas utdn, hogy méar
nem tudok tovabb duplazni, annyira kicsi, hogy majdnem biztos, hogy nyerni fogok.
Pl.: ha az osszt6kém 20 — 1 = 1023, akkor 9-szer tudok egymas utdn duplazni.
10 egymast kovets jaték elvesztésének az esélye olyan kicsi (z 2%0 < 0.001) hogy
nyugodtan jatszhatok, nyerni fogok”

Ha ez igaz, és a rulett elemi jatékanak (egy porgetés) varhato nyereménye negativ,



akkor az ellent latszik mondani az el6z6 tétel kovetkezményének. Vizsgiljuk meg
ezért egy porgetés varhaté nyereményét.

A rulettben a 0, 1, ... 35, 36 szamok tetszéleges részhalmazara fogadhatunk
(példaul a pirosra valo fogadas a 18 elemt 1, 3, ... 34, 36 részhalmaz kivalasztasat
jelenti). Amennyiben 7T nagysagu téttel fogadunk egy n elemi részhalmazra, akkor
a kaszin6 szabalyai szerint a nyerés esetén a tiszta nyerés ny = T (% - 1), vesztés

esetén pedig elveszitjiik tétiinket (v = —T). Példaul, ha pirosra fogadok, $5-tel,
akkor, ha nyerek 5 (% — 1) = $5-t kapok, ha vesztek, akkor ugyanennyit vesztek.
Lévén a teljes halmaz {0 ... 36} 37 elemi, igy a nyerés valoszintisége: p,, = 3%, a

vesztésé pedig p, = 1 — 3. Tehat az elemi jaték varhato nyeremeénye:

Eelemt — Pny "NY + Py -V

;:%T<§—4>—(L—%)T

%_ T . T (1.2)
37 "3r Tt T3y

_ o1
37

Tehat az egy tétegységre juté varhaté nyeremény, a részhalmaztol fiiggetleniil
mindig 5—71 Ezek szerint az, hogy én a pirosra teszem a tétemet, vagy a fekete 24-
re, a varhaté nyereményem szempontjabol teljesen mindegy. Felmeriilhet a kérdés:,,
Akkor most a duplazos modszer nem jo, vagy a tétel nem igaz 77 A valasz az, hogy
egyikben sincs hiba. Azt kell 1atni, hogy az, hogy ,99.99% az esélye annak, hogy
nyerek” nem mond ellent annak, hogy a varhat6é nyereményem negativ. Konnyt
belatni azt, hogy a duplaz6s modszernél, ha a t&kém véges és igy maximum n-szer
veszthetek egymas utan, akkor igaz, hogy

Eglobélis — p7gzlyobalis . Eglobalis (nyerés) _ pglobalis . Eglobélis (VeSZt éS)
n k-1 n
19 . . 19
@) (F) e
19\" 19\"
- G) () e 3)

1 n
=1-(1+—] <0
(+5)

Mindezekbd6l kovetkezik, hogy nem elegendd a nyerés esélyét meghatérozni. Egy
stratégia ,,josagarol” a varhato nyereménye adrulkodik. Ez alapjan tudunk kiilénb6z6
stratégiakat Osszehasonlitani, tovabbé az optiméalisat meghatarozni.

Mint azt lattuk, a rulett jatékban nincs értelme stratégiat keresni. Eppen ezért
a kovetkezd fejezetekben bemutatésra keriil§ stratégiakeresé modszereket olyan ja-
tékon illusztralom, ahol mind az elemi, mind a globélis szinten ennek értelme van.

Ez a jaték a kaszinok egyik legnépszeriibb jatéka, a neve: Black Jack. Nem létezik
matematikai bizonyitas arra nézve, hogy az optimalis stratégia varhat6é nyereménye



negativ. Eppen ezért az 50-es évektl napjainkig, a jatékot folyamatosan kutatjak,
és jelennek meg konyvek allitolagos egyre jobb stratégiakroll. A jaték szabélyainak
komplikaltsaga miatt eddig matematikai hatteret vizsgalé eredmények nem sziilet-
tek. Az eddigi eredmények szimuléciokon alapulnak, igy sokszor pontatlanok, és
gyakran egymésnak ellentmonddak.

Diplomamunkdmban ezt a hidnyossagot is pétolni kivainom, kiilon fejezetet szanva
a matematikai eszkozokkel torténd optimalis stratégia meghatarozasanak. Ez a jaték
fog tehat végigkisérni minket a diplomamunka soran. Hogy megértsiik a stratégiake-
resések alkalmazésat, meg kell ismerniink magat a jatékot. A jaték pontos szabalyait
a kovetkez§ fejezetben olvashatjuk.

ICsak az Egyesiilt Allamokban 1999 novemberéig beziréan 68 kiényv jelent meg a
témaban.[8][9][10].



2. fejezet
A Black Jack szabalyai

Az eredeti jaték Franciaorszdgbol szarmazik. Az idGk soran a szabalyai megvaltoz-
tak, bonyolodtak. A Black Jacknek ma mar egyre tobb tipusa létezik. Nemcsak a
kiilonb6z6 kaszindkban, de még az egyes kaszin6kon beliil is t6bb kicsit médositott
szabalyrendszerd Black Jacket lehet jatszani. A kovetkezGkben a Magyarorszdgon
legelterjedtebb verzi6t mutatom be.

2.1. Az eredeti Black Jack

A jatékot altalaban 6 csomag francia kartyaval, legalabb 1 maximum 7 jatékos jatsz-
hatja, egy specialis jatékos, az oszté (méas néven bank) ellen. A jatékosok egymastol
fliggetleniil jatszanak.

Még a lapok kiosztasa el6tt minden jatékos megteszi a tétjét. Mindenki kap 1
lapot, aztan az osztd, és végiil djra egy lap jar minden jatékosnak. A 2 kezd&lap
kiosztasa utan minden jatékosnak lehetGsége van ajabb lapokat kérni (HIT). Ekkor
nyilvan nem lathatja, hogy mit fog kapni. Amennyiben tigy gondolja, hogy lapja-
inak Gsszege elég magas, akkor megéllhat (STAND), azaz nem kér t6bb lapot. Ha
lapjainak Osszege 21 folé emelkedett, akkor a jatszmét elvesztette, nem kérhet tobb
lapot, tétje a banké. Ezutan a kiovetkezs jatékos kezdheti el a lapkérést, vagy ha
nincs tébb jatékos, akkor a bank.

A banknak kotott szabélyai vannak: ha lapjainak Osszege 17 alatt van, akkor
mindig lapot kér, 17-re, vagy e folott megéll. Ha lapjainak sszege 21 f61é emelkedik,
akkor § vesztett, kifizeti az egyes jatékosoknak a tétjiiket. Ha viszont a bank nem
fuccsol be (lapjainak Osszege < 21), akkor azok a jatékosok, akiknek laposszegiik
nagyobb a bankénal, nyertek, akiknek kisebb, vesztettek, akiknek pedig egyenls
(PUSH), azok visszavehetik tétjiiket.

Hogy ki tudjuk szdmolni a laposszeget, tudnunk kell az egyes lapok mennyit
érnek:

e nemfiguras lapok (2-10) annyit, amennyi rajuk van irva
e jumbd, ddma, kiraly 10-et

e asz pedig érhet 1-et, vagy 11-et (példaul, ha valakinek az alabbi lapjai vannak:
5-ddma-asz, akkor az 16, nem pedig 26, de a kovetkez6 lapot célszerii 20-nak



szamitani: 9-4sz)

Az alap szabéalyrendszert, mely meglehetGsen egyszert, az aldbbi 5 szabaly teszi
komplikaltabba:

1. Amikor a jatékosnak még csak 2 lapja van, akkor lehetsége van duplézni.
Ekkor be kell tennie a tétjének megfelels Gsszeget, és kap egy lapot, ami utan
mér nem kérhet tovabbiakat.

2. A 2 lapos 21, amit Black Jacknek neveziink, erésebb a tobb lapos 21-nél. Pél-
daul, ha a jatékosnak asz-10-ese van, a banknak pedig 10-5-6 akkor a jatékos
nyer, de nem csak a tétjét, hanem annak mésfélszeresét! Forditva, ha a jateé-
kosnak van tébblapos 21-e, és a banknak Black Jack-e, akkor a bank nyer, de
csak a jatékos tétjet (NEM a mésfélszeresét)

3. Amennyiben a jatékosnak Black Jack-je van, és a bank els6 lapja asz, akkor
a jatékos kikérheti a nyereményét, ami azt jelenti, hogy megkapja a tétéjét
(NEM a maésfélszeresét), viszont nem kockaztatja meg, hogy a banknak is
Black Jack-je legyen és ne kapjon semmit.

4. A jatékos 4. lehetsége a hiz, nem hiz, duplaz mellett, a szétszedés (SPLIT).
Ezt csak akkor véalaszthatja, amikor még csak 2 lapja van, amelyek egyforma
értéktek (pl.: 2 db 8-as). Ha tehat a szétszedés mellet dont, akkor tétjének
megfelels tétet be kell tennie, a 2 lapot szétszedik, tjabb 1-1 lapot kap a
szétszedett lapok mellé, majd mintha 2 kiilonb6z6 jatékos lenne, folytatodhat
a jaték. Természetesen, ha az igy kialakult 2 4j kétlaposok koézott van olyan,
akinek megint ugyanolyanok a lapjai, az ismét alkalmazhatja a szétszedést.
Hogy érthetébb legyen, egy példat mutatok: a jatékosnak miutan 2 db 8-asa
volt szétszedett, az elsG 8-asra kapott egy 10-est és megdllt, majd a mésodik
8-asra 8-ast kapott, amit ismét szétszedett. Az igy szétszedett két 8-asbol
az elsére egy 3-as kapott amit megduplazott és egy 7-est kapott. Az utolsd
8-asra egy 6-ost kapott, amire megdllt valasztott. Ha a banknak 17-e lett és
az alaptét $2 volt, akkor a jatékos $2 + 2 - $2 — $2 = $4-et nyert. A szétszedés
nagy fegyver a jatékos kezében. FErre a kaszinok is rajottek, ezért az aladbbi
kiegészitést tették: 2 aszt szét lehet szedni, de csak 1 lapot kap ra a jatékos
(természetesen ha az ujabb asz akkor tovabb splittelhet) és ha az 1j lap 10-es,
akkor ez Osszesen 21-nek, nem pedig Black Jack-nek szamit.

5. Amennyiben a bank lapja &sz, ami nagyon erds lapnak szamit, akkor a jatéko-
sok biztositast kothetnek Black Jack ellen. Ez azt jelenti, hogy be kell tenniiik
tétjiik felét és ha a bank 10-est kap, akkor nem vesztenek semmit. Persze ha
nem 10-es a bank kovetkez6 lapja, akkor a biztositasi dsszeget azonnal elvesz-
tik a jatékosok (s6t tétjiikknek is bicsit inthetnek, ha laposszegiik kisebb lesz,
mint a bankeé).

A jaték soran a 6 csomag kartyat sosem osztjak ki teljesen, hanem csak koriil-
beliil 80%-at. Ezzel probaljak elkeriilni, hogy azok az emberek, akik fejben tudnak
tartani 6 csomag kartyat, nyerni tudjanak a jaték vége felé. A szakzsargonban a 6



csomag 80%-at SHUE-nak nevezik. Minden SHUE utéan tjrakeverik a paklikat, és
folytatodhat a jaték. Végiil egy, a kés6bbiekben gyakran hasznalt zsargon: soft x
(11 < z < 21) azt jelenti, hogy egy 4sz mellett olyan lapok vannak amelyek Gsszege
x-11, tehat soft 17 lehet:4sz-6, vagy mondjuk &sz-asz-2-3

2.2. Black Jack varidnsok

Az egyes kaszindk a Black Jack szabélyaiban aprobb moédositasokat hajtanak végre.
Ezek egy része a jatékosnak kedvez (pl.: bedobési lehetség), masok pedig a banknak
(pl.: soft 17-re hiz). Az alabbi mddositasok a legelterjedtebbek:

e A jatékos, ha ugy itéli, hogy veszteni fog, bedobhatja a lapjat és igy csak a
tétje felét veszti el. Ezt csak 2 lapnél teheti meg, amikor a bank lapja NEM
asz!

e A bank soft 17-re lapot kér. Ez nagy elény a banknak, keriiljiik azokat a
kaszinokat, ahol igy jatsszak a Black Jack-et.
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3. fejezet

Szimulacios stratégiakeresés

A szimulaciokon alapulé stratégiakeresés a legegyszeriibb, és legkevésbé hatékony
stratégiakeres6 modszer. Az eljaras lényege, hogy az ember kitalal egy stratégiat,
amit sok-sok elemi jatékon keresztiil tesztel, és kiszamitja az egy jatékra jutd nye-
reséget. FEzutan valtoztat a stratégian, majd megint szimulal. Amennyiben az egy
jatékra juté nyeremény nétt, akkor a stratégiat jo irAnyba moédositottuk, ha pedig
csOkkent, akkor rossz iranyba.

Maga a stratégiakeresés nem all masbol, mint stratégiamoédositas és szimulacio
parok sorozatabol. Nyilvan minél kisebb modositasokat hajtunk végre a stratégian,
annal biztosabban, de ugyanakkor annal lassabban haladunk a legjobb stratégia felé.
Ennek a médszernek 3 hatranya van:

e Pontatlan: Nyilvdn minél tobb jatékon keresztiil szimuldlunk, annal pontosabb
eredményt kapunk. Mivel azonban szimulaciok sorozatat kell végrehajtanunk,
ez nem mindig lehetséges.

e Emberi beavatkozast igényel.

e Lassi.

Felmeriil az igény tehat egy olyan stratégiakeresé modszerre, ami egyrészt auto-
matikusan, masrészt matematikailag bizonyitottan talalja meg az optimalis straté-
giat. Egy ilyen modszert a kovetkez6 fejezetben részletezek, most azonban lassuk,
hogyan kell alkalmazni a szimulacios stratégiakeresést a Black Jackre.

3.1. SzimulAcios stratégiakeresés alkalmazasa a Black
Jackre

Ahhoz, hogy stratégiakeres§ modszert tudjunk alkalmazni a Black Jackre, meg kell
hataroznunk mi is egy stratégia a Black Jack esetén. Altalanosan igaz, hogy egy
stratégia a lehetséges allapot- és akciotér egy altere. A stratégia minden &llapothoz
meghataroz egy akciot: azt, amelyiket ki kell valasztani, ha a jaték soran ebbe az
allapotba jutunk.

A Black Jack esetében ezért a stratégiat el lehet képzelni egy tablazatként, ami
a jatékos és a bank lapjaihoz definidlja, hogy milyen akciot hajtson végre a jateé-
kos. Egy ilyen stratégiatablazat lathato a kovetkez6 oldalon talalhato abran. A
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szimulacios stratégiakeresésnél tehat ezt a tablat kell modositgatni, az egy jatékra
juto nyereség nyomon kovetésével. A szimulacios eredmények azt mutatjak, hogy 10
milliés nagysagrendd elemi jatékon keresztiil kell tesztelni egy stratégiat, hogy az
eredmény a tizedes jegy uténi 4 jegyében méar ne valtozzon.

A tablazat jelentése a kovetkezd: az oszlop hatarozza meg a bank lapjat, mig a
sor a jatékos lapjait. Az egyes betiik jelentése pedig:

megall

ajabb lapot kér

bedobja lapjait

duplaz, amennyiben ez lehetséges,

ha nem (mert kett6nél t6bb lapja van), akkor 1j lapot kér
dupléz, amennyiben ez lehetséges,

ha nem (mert kett6nél t6bb lapja van), akkor megall

s | szétszedi a lapjait

go o

o

3.1. tablazat. Példa stratégiatablara a Black Jack esetében

|asz| 2| 3] 4] 5|6]7]8]|9]10
21 n|n| n| n|/n|{n|n{n|n|an
20 n|n| n|i{n|in|n|n|n|in|n
19 n|n| n|{n|n|n|n|{n|in|n
18 n|n| n|i{n|in|n|n|n|in|n
17 n|n| n| n|/n|{n|n{n|n|an
16 h|n|{n|n|{n|n|lh|h|Db]| b
15 h{n|n|n|n|{n|h|h|h| Db
14 h{n|n|n|n|{n|h|h|h| Db
13 h{n|n|n|n|{n|h|h|h|h
12 h|n|{n|n|{n|n|lh|h|h| h
11 h|D/ DD/ D/D|/D/D|DJ| h
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3.2. tablazat. Példa stratégiatablara a Black Jack esetében

|asz | 2] 3| 4] 56| 7|8]9]10

h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

h
h

~

~

~

~

~

~

n

h|h|h|h

S

S

djid|d|d

n

n

n

h

h|h|D/D|/D/D|h|h|h

h|h|h|D|/D/D|h|h|h

h|h|h|h|D|D|h|h|h

h|h|h|h|D|D|h|h|h

h|h|h|h|h|D|h|h|h
h|h|h|h|h|h|h|h|h
h|D/D/D|D|D|D|D|D

h|h|D/D|/D/D|h|h|h

h|h|h|h|h|h|h|h|h
h|h|h|h|h|h|h|h|h
h|h|h|h|h|h|h|h|h
h|h|h|h|h|h|h|h|h

n

<~

h|D|D/D/D|D|D|D|D

h|h|h

4sz-10
4sz-9
4sz-8
asz-7
4sz-6
4sz-5
4sz-4
asz-3
asz-2

4sz-asz
10

10-10
9-9
8-8

-7
6-6
9-9
4-4
3-3
2-2

asz-asz
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4. fejezet

Stratégiakeresés megerdsito
tanulassal

A most bemutatasra keriil§ stratégiakeresé algoritmussal a szimulacios stratégiake-
resés hibait fogjuk kikiiszobolni. Képzeljiik el, hogy egy robot leiil jatszani, érakon
algoritmus helyessége miatt, el6bb-utobb eljut az optimélis stratégidhoz. A tanuld
algoritmus, amit sok jaték esetében hatékonyan lehet alkalmazni, mar a 70-es évektsl
letezik, neve: megerdsitG tanulés.|5|

4.1. A megerssité tanulas

Az érthetség kedvéért az algoritmus miikodését egy példan keresztiil mutatom be.
A példa a kovetkezd: adott egy robot egy ismeretlen labirintusban. A robot célja,
hogy megtalalja a kijaratot (ezt tovabb lehet kombinalni olyanokkal, hogy bizonyos
helyekre iizemanyagot tesziink, vagy valami targy megtalélasaért plusz pontot kap,
stb.). A robot véges szamu iranyba (pl.: el6re-hétra, jobbra-balra) tehet meg egy-
ségnyi lépést, majd tovabb léphet. A robot napokig probéalkozhat, de ez idé alatt
ugy fel kell térképeznie a labirintust, hogy ha barhova letessziik meg kell talalnia a
kijaratot (egy ilyen labirintus lathato az 4.1 abrén).

4.1. dbra. Labirintus bejarasa
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Ezt a matematika nyelvére valahogy igy fordithatnank le: A labirintus nem mas,
mint egy iranyitott graf, a robot egy-egy helyzetét a graf egy-egy pontja, az akcidkat
(pl.: 1épés balra) pedig a graf élei jellemzik. Az él kezdGpontja a robot lépés el6tti,
mig vépontja a lépés utani allapota (4.2 abra).

4.2. abra. A labirintust reprezentélé iranyitott graf

Az alap reinforcement learning algoritmusnal a robot minden lépése utan jutal-
mat kaphat. Ennél a feladatnal nyilvan az ésszerti, ha csak a kijarat megtalalasaért
(kombinalt esetben pl.: lizemanyag felvételért) kap jutalmat. A robot célja, hogy
olyan akciopolitikat alakitson ki, amelynél maximalis az Gsszegytijtott jutalom (azaz
nincs olyan akciosorozat, amivel tobb jutalomhoz juthatna). A feladat formalis lei-
rasara vezessiik be az alabbi jeloléseket.

S allapotok halmaza

A akciok halmaza,

St t-edik id6pontban a robot allapota.
T t-edik idépontban a kapott jutalom.

d(s,a) = s' allapotatmenet leir6 fiiggvény, jelentése:
s allapotban az a akci6 végrehajtédsa utan az 4j allapot s’
9(s;) =a; arobot politikija (a kivalasztott akcio)

Ezek utan definidlhatjuk a halmozott jutalmat § stratégiara:
V{(st) =71+ MT 41 + ,LLQTH_Q + ... (41)

ahol y egy konstans, amivel azt fejezziik ki milyen aranyban all az azonnali jutalom
a késleltetetthez képest. Ha p = 0 akkor csak az azonnali jutalom szamit. Most
mar formélisan is megfogalmazhatjuk a célunkat: keressiik azt a §* stratégiat amire
igaz:

9" (s) = arg m%xV“ (s),(Vs) (4.2)

Azaz azt a stratégiat keressiik, amire a felhalmozott jutalmunk maximalis (termé-
szetesen minden &llapotra, hiszen a robotnak minden poziciéban meg kell tudnia
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dllapitania, hogy mit tegyen). Definidlhatjuk a maximalis jutalmat: V* = V¥*
Alakitsuk at az 4.2 egyenletet:

9 (s) = arg mﬁ:fxx[r (s,a) + pV*(d(s,a))] (4.3)

Ez a trivialis atalakitas azt jelenti, hogy az optimalis stratégiat felbonthatom tugy,
hogy el6szor kivalasztom a legjobb 1épést, majd a tovabbi lépések nem masok, mint
a kovetkezé allapot optimalis stratégiajahoz tartozo 1épések. Definiadljunk most egy
,j0sdgi mutatot” az dgynevezett Q-értéket, amit minden allapot-akcié parhoz ren-
deliink az alabbi mdédon:

Q(s,a)=r(s,a)+puV*(d(s,a)) (4.4)

Ezt behelyettesitve a 4.3-as egyenletbe:
9" (s) = argmaxQ(s, a) (4.5)

Miért fontos ez az atirds? Azért, mert ha a robot megtanulja minden &llapot Q-
értékét a V* helyett, akkor képes lesz a legjobb akcio kivalasztasara, még akkor is,
ha nincs semmi ismerete az r és d értékekrél. Egy allapottér feltérképezése tehat
a Q(s,a) értékek meghatéarozasaban rejlik. Hogy kénnyebben megértsiik mindezt,
a fenti 4bra mutatja a labirintusos példaban szerepld néhany () értéket, azzal a
feltétellel, hogy = 90, és a robot csak a kijaratnal kap jutalmat, de ott 100 egységet.

49
49 |54 60 66 73
60 66 73] 66
49 81
811
90} 10%
< 190
| 81
R 811
|73

4.3. dbra. Néhany g-érték

Tovabbi kérdés azonban még, hogy hogyan kapjuk meg az egyes Q értékeket,
aminek az optimalis stratégia Osszegytijtott jutalmahoz szoros koze van, hiszen

V*(s) = max @ (s, a’) (4.6)
Ezt felhasznalva, ujrairhatjuk a 4.4 egyenletet

Q (s,a) =71 (s,a) + pmaxQ (d(s,a),d’) (4.7)
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Ez a rekurziv képlet alapjaul szolgalhat egy olyan algoritmusnak, amely @Q(s,a)
értékeket iterativan kozeliti. Az algoritmus lényege tehat, hogy kiindulunk egy alap-
hipotézisb6l, ami nem mas, mint az 6sszes Q (s, a) érték valamilyen kezdeti értéke,
és az allapottérben valo barangolas soran az aktualis hipotézisiinket folyamatosan
javitjuk, a kapott jutalom és az eddigi hipotézis alapjan, az alabbi képlet szerint:

QUG  r 4+ max (Qrégi (Sl’al)> (4.8)

Osszefoglalva tehat az algoritmus 1épései:

1. Inicializald az 6sszes allapot-akcié par g-értékeét, példaul q=0-ra.

2. Valassz egy tetsz6leges allapotot (s).

3. Hajts végre véletlenszertien egy akciot (a). Az aj allapot: s’ = d(s,a)
4. Modositsd az eredeti Q(s,a) értéket, a fentiek szerint.

5. Amennyiben Q-értékek mar csak "kicsit" valtoztak, vagy a robot politikajanak
hibaja elfogadhat6 tartoméanyba esik, akkor kilépés, ellenkezd esetben a ugras
2-es lépésre.

Az algoritmus bizonyitottan konvergal az optimalis megoldashoz, az alébbi fel-
tételekkel:

e Az allapotok szdma véges.

e Létezik egy olyan c konstans, hogy r (s,a) < ¢ minden s,a parra, azaz a jutal-
mak korlatosak.

e A tanitas alatt minden allapot-akcié part végtelen sokszor valasztunk (tani-
tunk).

Az alap g-tanulasnal feltételeztiik, hogy minden allapot-akci6 parnal, mind a
jutalom, mind a kovetkezd allapot determinisztikus, azaz mindig ugyanakkora ju-
talmat kapunk és ugyanabba az allapotba jutunk az akci6 végrehajtasa soran, adott
allapotbol. Felmeriilhet azonban az igény, hogy a robot akkor is ki tudjon ala-
kitani maganak egy jo politikat, ha nem tudjuk sem azt, hogy mekkora jutalmat
fogunk kapni, sem azt, hogy melyik allapotba keriil. Igy jutunk el a sztochasztikus
g-tanulashoz.

4.2. A sztochasztikus megergsité tanulas

A sztochasztikus megerdsité tanulas egy eszkoz arra, hogy feltérképezziik az élla-
potteret abban az esetben, amikor egy akcié végrehajtédsa utan sem azt nem tudjuk,
hogy mekkora jutalmat kapunk, sem azt, hogy melyik 1j allapotba jutunk, ezek
valamilyen nem ismert valésziniiségi valtozok fiiggvényei. Az allapotatmenetek és
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a jutalomszerzések valosziniiségi értelmezése miatt tGjra kell definidlnunk egy adott
politikdhoz tartoz6é halmozott jutalmat az alabbiak szerint:

Z MiTt+1] (4.9)

Hiszen a stratégidt most mér a nyert jutalmak varhaté értéke jellemzi. Emiatt
természetesen valtozik @ (s, a) definicidja is:

Vi) =E

Q (S, 4)

Elr(s,a)+ uV*(d(s,a))]
= E[r(s,a)] + pE[V* (d(s,0a))]
FE

(4.10)
[r (s @)l + 1) P(s'|s,a) V" (s)

ahol P (s|s,a) jelenti azt a valoszintiséget, amivel s’ allapotba jutunk a akci6 vég-
rehajtasakor, ha s allapotban vagyunk. Ahogy az eredeti g-tanulasnal, dgy itt is
adhatunk Q(s,a)-ra egy rekurziv definiciot:

Q (s,a) = E[r (s,a)] + '“Z P (s'|s,a) ma:;me (s',d") (4.11)

A tanul6 algoritmus lépései megegyeznek a determinisztikus eset lépéseivel, pusztan
a tanulo képlet valtozik, az alabbiak szerint:

Qn (s,a) < (1 — ay (5,0)) Qn_1 (5,0) + ayn [7" + max (Qn,l (¢, a'))] (4.12)

a

ahol «, (s,a)-re teljesiilni kell az alabbiaknak:

Zai (s,a) = o0 (4.13)

2_lai(s,a)f < oo (4.14)

Ezeket kielégitjiik, ha a «, (s, a)-re a kovetkezd szabalyt adjuk:

1
1+ visit, (s, a)

(4.15)

Qp,

ahol visit, (s, a) mondja meg, hogy hanyszor hajtottuk végre a tanitis soran ezt az
akciot az n-edik iteracidig.

Ahogy a determinisztikus g-tanulés, gy a sztochasztikus is csak bizonyos felté-
telek mellett konvergal az optimalis megoldashoz. Ezek a feltételek egyrészt meg-
egyeznek a determinisztikusnal olvashatokkal, masrészt igaznak kell lennie a 4.13
4.14 feltételeknek is.
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4.3. Sztochasztikus megerssitd tanulas alkalmazasa
a Black Jackre

Talan egy kicsit tavolinak tiinhet a robot labirintusban val6 tijékozédasanak prob-
léméja, egy kartyajaték optimdlis stratégia keresésétsl. Ennek ellenére mindkét
feladatnal remekiil alkalmazhat6 a reinforcement learning algoritmus.’

Black Jack jaték sordn: A jatékos kap egy par lapot, majd végrehajthat valamilyen
akcidt. Az akcio és esetleg a kovetkezd lap fliggvényében a jatékos helyzetét egy 1j
lapkombinécidval jellemezhetjiik, ahol Gjabb akcidk koziil valaszthat. A jaték végén
ha nyer, pénzt kap, ha veszit, akkor pénzt ad.

Tehat mig a robot allapotat jellemzi a labirintusbeli helyzete, addig a Black
Jackben a jatékos allapotéat jellemzi a bank és a jatékos Osszes lapja. A robot
valamilyen akcié (pl.: el6re, hatra, jobbra, balra mozgéis) hatasara jut el egy 1j
allapotba, a Black Jacknél pedig az akcié lehet: hiz, nem hiz, duplaz. A robot,
ha megtalélja a kijaratot, jutalmat kap, a jatékos minden parti utdn jutalmat kap,
ami nem mas, mint a pénzosszeg, amit a banknak ad, vagy kap, egységnyi kezd6tét
mellet.

Ahhoz, hogy valamilyen probléméara alkalmazni tudjuk a megerdsité tanulast, az
alabbi lépéseket kell végrehajtanunk:

1. Meg kell hataroznunk a probléma allapotterét. Egy probléma leirdsara t6bb
kiilonbo6z6 allapotteret is felirhatunk. Mivel a megerGsits tanulas algoritmusa-
nak sebessége szoros Osszefiiggésben van az allapottér allapot-akci6é parjainak
szamaval, ezért azt az allapottér reprezentacidt kell vilasztani, ami a legke-
vesebb ilyen part tartalmazza. A Black Jack esetében latni lehet majd, hogy
a nem minimélis allapottér felvételén a modszer gyakorlati alkalmazhatosaga
mulik.

2. Rogziteni kell az allapotatmenetek és a jutalomkiosztas szabalyrendszerét. Ez
determinisztikus esetben azt jelenti, hogy fel kell tudnunk rajzolni az allapotg-
rafot, sztochasztikus esetben csak a tanulas alatt dél el pontosan, hogy melyik
allapotba jut a tanul6 (persze szabalyt itt is tudnunk kell megfogalmazni).

3. Kezdeti Q értékeket célszeriien fel kell venni.
4. Definiélni kell a leallasi feltételeket.
5. Futtatni kell a tanul6 algoritmust.

Nézziik ezeket a 1épéseket a Black Jack esetében:

Allapottér felvétele Els nekifutasunkban azt mondhatnank, hogy egy allapotot
jellemezhet a bank egy lapja és a jatékos Osszes lapja nagysag szerint sorba
allitva (nyilvin mindegy, hogy 4-es és egy 5-0s, vagy egy 5-0s és egy 4-es).

LA megerdsits tanulds alkalmazhatosagat Black Jackre mar mas egyetemen is kutattdk, az &
modelljiikben azonban a jaték tulzott leegyszerdsitése miatt az eredmények messze elmaradtak a
matematikailag bizonyithato6 legjobb eredményektdl [7]
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Ez azonban olyan nagy redundanciat tartalmaz, hogy évekbe telne, mig az
eredményt megkapnank. Hogy megértsiik hol van a redundancia, gondoljuk
meg hogy az 5-4-3-3 és a 7-6-2 lapkombinéciok kiilén allapotot jellemeznének,
holott mindkettst agy jellemezhetjiik, hogy: "Kett6nél tobb lapos 15". Felve-
tddhet ezutan, hogy ne a lapok kombinéacidja jellemezzen egy allapotot, hanem
Osszegiik. Ez a megoldéskisérlet viszont 3 hibat rejt magaban:

1. az asz érhet 1-et és 11-et is, tehat a 4-asz és a 7-8 lapkombinaciok nin-
csenek megkiilonboztetve.
2. két lapot duplazhatunk, vagy bedobhatunk, de tobbet mar nem. Mivel

csak az 6sszeget tudjuk, a lapszamrol nincs fogalmunk, helytelen ttvona-
lon juthatunk el a célallapotig.

3. két ugyanolyan lapot szétszedhetiink.
Az alapelgondolés, miszerint a lapok 6sszegét taroljuk, mindenképpen jo, tehat

induljunk ki ebbél, és lassuk, hogyan lehet tovabb csiszolni, hogy a 3 hibat
kikiiszoboljiik. Elgszor is vegylink fel 16 allapotot:

a jatékos lapjainak Osszege 4

a jatékos lapjainak Gsszege 5

a jatékos lapjainak Osszege 21
Az asz okozta hibat ugy kiiszobolhetjiik ki, hogy felvesziink tjabb 10 allapotot:

e a jatékos lapja: asz - 4sz

e a jatékos lapja: asz - a tobbi lap Osszege 2
°

e a jatékos lapja: asz - a tobbi lap Osszege 9
e a jatékos lapja: asz - a tobbi lap 6sszege 10

A duplazasbol fakado problémara egyszeri a megoldas: duplazzuk meg az
eddig felvett allapotokat, és az elsG csoport jeldlje azt amikor a jatékosnak
ketténél tobb lapja van, a masodik csoport pedig azt amikor lapjainak szdma
ketts. Nyilvan a mésodik csoport minden allapotdhoz négy él tartozik, amelyek
a huz, nem huz, dupla, bedob akciokat reprezentaljak, az elsé csoport minden
allapotahoz pedig csak kettd él tartozik (htuz, nem huz).

Nyilvan a szétszedés okozta hibat is hasonléan (4llapotok felvételével) kiiszo-
bolhetjiik ki. A 10 0j allapot a:

e a jatékos lapja: asz - asz
e a jatékos lapja: 2 - 2
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e a jatékos lapja: 9-9
e a jatékos lapja: 10 - 10

eseteket jellemzik.

Ezekben az allapotokban a gép csak két akcié koziil valaszthat:

1. szétszed

2. nem szed szét

Amennyiben nem szedi szét a lapjait, akkor atugrik a laposszeg 4ltal megha-
tarozott allapotba (tehat példaul 4-4-es estén a 8-as lapdsszeget reprezentalo
allapotba). Ellenben ha a szétszedés mellet dont, akkor a kovetkezd két lap
hatarozza meg, hogy melyik két 1ij allapotba keriil. Tanulaskor itt a 4.12 képlet
helyett a kovetkez6 képletet kell alkalmaznunk.

Qn (s, sz6tszed) < (1 — ap) Qn_1 (s, szétszed) +

o7 |:T + mE}X (anl (81, al)> + mZ’iJX (anl (52: a'l)
a a

)} (4.16)

ahol sy,illetve s, jelentik az egy-egy 1j lap utédn kialakult allapotokat.

Az allapotok felvételével ezzel még nem vagyunk készen, hiszen a bank lapjat
nem taroltuk sehol. Tudjuk, hogy a banknak 10 kiilsnbéz6 lapja lehet (Asz,2,3,
... 9,10) éppen ezért az eddig felvett allapotok 10-szeresére van sziikségiink.
Az elsé csoport jelenti, hogy a banknak 4sza van, a masodik, hogy a banknak 2-
ese, ... Osszesen tehat 1+ 10(2-27+10) = 641 allapot sziikséges a minimalis
reprezentiaciohoz. Az eddig nem téargyalt extra allapot a végleges elfogado
allapot, ahonnan nem léphet tovabb a gép.

Allapotatmenetek és jutalomkiosztas Azt, hogy egy allapotb6l melyik uj alla-
potba jutunk, a Black Jack szabalya egyértelmtien definiadlja. Erre mutatok
példat a kovetkez6 oldalon lathato abran, ahol néhany hiizas akcidéhoz tartozo
él lathato (a megéall, duplaz, bedob akciokhoz tartozé élek mindig a végal-
lapotba mutatnak): A jutalomkiosztasra az alabbi szabaly igaz: csak azon
akciok végrehajtasa utan adunk jutalmat, amikor a végleges elfogado alla-
potba jutunk. Ekkor +1-et, -1-et illetve 0-at, attél fliggden, hogy nyertiink,
vesztettiink, vagy egyenlé lett az eredmény.

Kezdd Q értékek Ha megnézziik a 4.12 képletet, akkor lathatjuk, hogy a moédosi-
tott Q fiigg az el6z6 Q értéktsl. Tehat a kezdeti értékbdl kiindulva a Q érték
tart az optimalis Q) értékhez. Ez azt jelenti, hogy minél kozelebb van a kezdeti
Q érték az optiméalishoz, annal gyorsabb a tanulads. A Black Jack esetében a Q
értékek +1 és -1 kozé fognak esni (mivel az optimélis akcié varhaté nyereménye
+1 és -1 kozé esik), attol fiiggen, hogy mennyire j6 az adott akcio. Célszeri
ezért minden Q értéket kezdetben O-ra allitani, mert ez egy semleges érték.

Leallasi feltétel : altalanosan igaz, hogy 3 leallasi feltétel tipust definidlhatunk:

1. bizonyos tanul6lépés utan alljon le a tanulas
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4.4. 4bra. Példa néhany allapotatmenetre

2. ha a Q értékek valtozasa bizonyos korlat ala esik

3. ha a kiadott optimélis stratégia bizonyos szami tanul6lépés utan is val-
tozatlan

Ezeket a feltételeket egyiittesen is hasznalhatjuk

Tanulas Maga a tanulas ugy zajlik, mintha a kaszin6ban lennénk: Megkeverjiik a
képzeletbeli 6 csomag kartyat, majd kiosztunk a jatékosnak 2, a banknak 1
lapot. Ez a laphirmas egyértelmtien meghataroz egy allapotot az allapotgra-
funkban. Véletlenszeriien valasztunk egy akciot (dupla, hiz, ...), amennyiben
huz, split, dupla akcidk koziil valasztottunk, akkor a kovetkez6 lap fliggvényeé-
ben eljutunk egy 1j allapotba. Ha végiil is az elfogad6 allapotba kotiink ki,
akkor lapot adunk a banknak a sajat szabalyai szerint, majd kiosztjuk a ju-
talmat (annak az élnek, amellyel az elfogadoba jutottunk). Természetesen az
allapotgrafban valo barangolas soran a Q-értékeket mindig feliilirjuk. Miutén
elfogado6 allapotba jutottunk és kiosztottuk a jutalmat, folytathatjuk a tani-
tast, oszthatunk 1j lapokat. Abban az esetben, ha egy altalanos stratégiara
vagyunk kivancsiak, akkor folytassuk a lapkiosztast a paklik djrakeverése nél-
kiil. Amennyiben viszont adott lapkombinaci6é optimélis stratégidjat akarjuk
megtudni, akkor a kimend lapokat tegyiik vissza a pakliba és keverjiink majd
osszunk tjra.

Mint azt az el6z6 részben leirtam, a modszer csak bizonyos feltételek mellett alkal-
mazhat6. Mivel az allapottér véges, és a jutalmak korlatosak, tovabba az «y, (s, a)-re
a 4.15 szabalyt alkalmazzuk, ezért a Black Jack esetében minden feltétel teljesiil.

Lathato, hogy a megerGsitd tanulast alkalmaz6 moédszer tényleg kikiiszoboli a
szimulacios stratégiakeresés két fontos hibajat. Ez a modszer egyrészrél nem igé-
nyel emberi beavatkozast, masrészrél matematikailag megalapozott, hogy a generalt
stratégia az optimalis stratégidhoz tart.

A mobdszernek azonban van egy stlyos hibaja. Nem mondja meg, hogy ennek az
optimalis stratégidnak mennyi az egy tétegységre jutd nyeresége.

Nyilvan megoldés lenne erre egy hibrid modszer, azaz egyszertien szimulaljuk a
megerdsit tanulast alkalmazé modszer altal generalt stratégiat.
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Egy ennél jobb megoldast ad, ha egy kicsit kibgvitjiik a megerGsité tanulast al-
kalmazo6 modszer dllapotterét: Vegyiink fel egy kezd6 allapotot. Ehhez az allapothoz
egyetlen akcié fog tartozni, amit hivhatunk tugy, hogy kezdélap kiosztas. Minden
tanulast tehat ebbdl a kezdeti allapotbol inditunk, és a lapkiosztas akciot kell va-
lasszuk, ami a kdvetkez6 harom lap fliggvényében elvezet minket egy 1j allapotba.
Mivel a Q értékek definicidja szerint egy allapot legjobb akciojahoz tartozo  érték
nem mas mint ezen allapotbdl elérhet6 maximalis jutalom varhaté értéke, ezért a
tanulas végén az 4j él Q értéke nem lesz mas, mint a stratégia varhaté nyereménye.

A meger6sité tanulést implementalé programot Java nyelven készitettem el. A
tanitas milliés nagységrendi tanitolépés felhasznalasaval tortént. Ezéltal a végered-
mény mar csak 10%-ban tért el a matematikai megkozelitéssel kapott eredményektdl.
A tanitis alatt megfigyelhet6 volt, hogy maga az optimaélis stratégia a legtobb al-
lapotban mar kis szamu tanitas utan beéllt (tizezres nagysagrend), mig bizonyos
allapotoknal az optimélis akcié két akcio kozott oszcillalt. A matematikai megkdze-
litésekkel kapott eredmények is igazoltdk, hogy ezek az akciok azok, amelyek varhato
nyereményeik nagyon kozel esnek egymashoz, tehat annak eldontésére, hogy melyik
a jobb, sok jatékot kell jatszani.

A megerssité tanulas altal kapott optimalis stratégiat a 11 oldalon lehet latni.
Ez az optimalis stratégia a jaték kezdetéhez tartozo, tehat a ky = 6 x4 = 24, ky =
6x4=24...kyg = 6x4 = 24, k1o = 6%16 = 96 lapkombinéacidhoz tartozik, és a tanitas
alatt minden jaték utan ujrakevertiik a lapokat. Az optimalis stratégia varhato
nyereménye ekkor -0.002157, ami az jelenti, hogy a jaték kezdetekor, tehat amikor
megkeverték a 6 csomag kartyat és indul az els§ leosztas, a jatékos kedvezétlen
helyzetben van (jatszunk tehat minél kisebb téttel).
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5. fejezet

Stratégiakeresés a matematika
eszkozeivel

A meger6sité tanulas felhasznalésaval tehat bizonyitottan eljutunk az optimélis stra-
tégidhoz, és annak varhato nyereményéhez. Az eredmény pontossaga azonban Gssze-
fiiggésben van a tanitas lépésszamaval. Eppen ezért sosem mondhatjuk azt, hogy az
eredmény pontos, legfeljebb azt, hogy 99% annak az esélye, hogy az eredmény a 4.
tizedes jegyig pontos. Ha explicit képleteket adnank, mind az optimélis stratégiara,
mind annak varhaté nyereményére, akkor az egy jobb megoldas lenne. Valdszinii-
ségszamitast és kombinatorikat felhasznélva ilyen képletekhez juthatunk.

5.1. Allapotatmenetek valészintiségei

Ha elmélyediink egy kicsit a meger6sité tanulas algoritmusaban, akkor észrevehet-
jiik, hogy habér a P(s’|s,a) valosziniiségeket (tehat annak a valoszintiségét, hogy az
s allapotbdl a akci6 végrehajtasa utan az j allapot s’ lesz) a tanul6é robot nem
tudja, meégis a Q(s,a) értékeket, elvileg, meg tudja hatarozni. Ehhez azonban a
4.10 képlet szerint pont az el6bb emlitett P(s’|s,a) ismerete sziikséges Ennek oka
az, hogy a robot a sok példa (tanulas) alapjan ,ratanul” ezekre a valosziniiségekre.
Ezen valoszintiségekre valo ratanulas bizonyos jatékokban (pl.: nyilt kartyas jatékok)
sziikségtelen, hisz meg lehet 6ket hatarozni.

A valoszintiségszamitas alkalmazasakor tehat feltételezziik, hogy olyan jatékokkal
foglalkozunk, ahol az allapotdtmenetek valdszintiségeit ismerjiik. Mint azt késGbb
latni fogjuk, a felirt képletek bonyolultaknak tiinhetnek, azonban matematikai alap-
juk az alabbi két egyszerd tételre épiil:

tétel 5.1. Egy dllapotban végrehajthato tetszdleges akcio vdrhato nyerése megegyezik
azon dllapotok optimdlis stratégidjihoz tartozo vdrhato nyerések silyozott dsszegével,
amelyekbe ezen akcio végrehajtdsdval el lehet jutni. A sulyok pedig nem mdsok, mint
az dllapotdtmenetek valdszinidségei, formdlisan:

E(s,a) = 3 p(s15,0) E (s),,) (5.1)
ahol s jeloli a kérdéses dllapotot, a az akciot, s’ pedig a szomszédos dllapotokat.
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tétel 5.2. Az eldzd tétel jelolései mellett az optimdlis stratégidjdihoz tartozo akcidk
azok az akciok, amelyekhez tartozo vdrhato nyereség mazimdlis, tehdt

a; , = arg maxFE(s, a) (5.2)

S
op
amibdl kovetkezik, hogy

E (sopt) = max E(s,a) (5.3)

5.2. A Black Jack matematikaja

Célom a Black Jack elemi jatékanak optimalis stratégiaja, és annak varhaté nyere-
ményének meghatarozasa a valoszinliségszamitas felhasznalasaval.

Mint tudjuk, a jatékot 6 csomag francia kartyaval jatsszdk. A jaték sordn min-
denki nyilt lapokat kap, igy tetsz6leges elemi jaték (amit leosztéasnak hivnak) elstt
pontosan tudjuk, hogy hény asz, 2-es, 3-as, ... 9-es, 10-es van a kiosztand6 lapok
kozott.

Egy leosztasban elGszor a jatékos kap egy lapot, majd az oszt6, majd ismét a
jatékos. Az optimalis stratégia meghatarozasahoz vezessiink be két miiveletet a
Black Jack lapdsszegek tere felett. Ennek a térnek az elemei az alabbiak:

{4sz,2,3...20,21, fuccs, soft 12,soft 13,... ,soft 21, 10egy 1ap, Black Jack}

Az els6 miivelet az Gsszeadas miivelete, amit a tovabbiakban H-nal jel6lok. Az
Osszeadas miiveletét a Black Jack szabalyai egyértelmten definialjak, példaul:

3H4=17 soft 12 H 4 = soft 16 10 H &sz = soft 21
5 H sz = soft 16 soft 14H 8 =12 10egy 1ap H 45z = Black Jack

A masik mivelet a W-szal jelolt végosszeg miivelet. Két Black Jack laposszeg
végosszege adja meg azt a Black Jack lapoOsszeget, amit &ssze kell hasonlitani az
ellenfél laposszegével, tehat

3Wd=7 soft 12w 4 =16 10 W asz = 21
soft 14w 8 =12 bW ész = 16 10egy 1ap ¥ a5z = Black Jack

Ha meg tudjuk mondani az optimalis stratégia e harom lap altal meghatarozott
allapotanak varhaté nyereményét, akkor az el6z6 szakasz elsé tétele alapjan ennek
az elemi jatéknak is meg tudjuk hatarozni a varhaté nyereményét, tehat

(10,10,10)
E o= Y p(il,b,52)- B (b (15 52)
(Jlabaj2):(17171) (5 4)
10 10 10 '
= p(1) Y () Y p(2)- B . (b, (j1852)
j1=1 b=1 j2=1
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ahol, amennyiben k1, ko, . .. k1g-el jeloltiik a kiosztand6 lapokban talalhato aszt, 2-
est, ... ,10-est, tovabba Zjil = K, akkor

ﬂ .

| . b ha b £ g1
p(31)=f,esp(b)= -

b= hab=jl

(52 hajl#£52ésb# 52

p(52) = %221 hajl=j2vagyb=j2dejl#b (55)

kjn—2 . :
| 7% hajl=0b=;2

Mivel k1, ks, . . . k1o ismert értékek, ezért a feladat E/th...k'm (b, (1 B 52)) meghata-

rozésa. A jatékos a (b, (51, 52)) lapok altal meghatarozott allapotban 5 akcié (megall,
hiz, duplaz, bedob, szétszed) koziil valaszthat. Nyilvanvaléan most az el6z8 szakasz
2. tételének masodik képletét kell alkalmazni:

Epsl (b,07), ]
E]{)lfl,zkl() (b’ J) ?

B 4o (b, (j1852)) = max ¢ Eg™ (b, 1), ¢ (5.6)

Ellgledob (b, J),

,...k10

E,chétszed (b, J)

15.--K10

ahol J' = jlwj2 és J = j1 0 j2.

Az optimalis akci6 pedig az lesz, amelyhez tartoz6 varhaté nyerés maximaélis
(el6z6 szakasz 2 tételének elsd képlete). Feladat tehat minden egyes akcio varhato
nyerésének meghatarozasa.

5.2.1. A megéllas varhat6 nyereménye

Tudjuk, ha a jatékos nem kér tobb lapot, tehat megall, akkor az oszt6 kovetkezik,
aki kotott szabalyok szerint jatszik (17-es lapOsszeg alatt mindig kér, a f6l6tt soha).
Azt is tudjuk, hogy ha az oszt6 lapdsszege nagyobb, mint 21, vagy kisebb, mint a
jatékos laposszege, akkor a jatékos nyer, ellenkez§ esetben az oszto.

Mivel elemi stratégiakeres6é modszereknél az egységtétre juté varhaté nyeremény
meghatarozasa a cél, ezért nyerés esetén l-et, vesztés esetén -l-et kap a jatékos.
Tehat:

P(Jisy) - E,Zega,ilm (bW jksy, J) hab< 17

megall )1 ha b < J vagy b = fuccs
Ek)l,.g..k)lo (b’ J) - 0 ha b — J (57)
-1 ha b > J és b # fuccss

26



ahol p(jis,) = Zi.
Ha a jatékos lapjainak dsszege nagyobb 21-nél, akkor az oszt6 mar nem kap t6bb
lapot, ekkor tehét a fenti képlet helyett az E, %% (b, (J)) = —1 lesz igaz. Igaz,

,eeeK10

hogy két lapbdl a jatékos nem mehet 21 f6lé, de a késSbbiekben is sziikség lesz a
megallas varhato nyereményére, és azokban az esetekben a jatékosnak nem csak két
lapja lehet. Ezzel meghataroztuk a megallas akciohoz tartoz6 varhaté nyereményt.

5.2.2. A hiizas varhaté nyereménye

Ha a jatékos a hizas akciot valasztja, akkor egy tjabb lapot kap és ezaltal egy 1j
allapotba keriil. Alkalmazva az els6 tételt:

Elilllyzkm (b’ J) :p(éSZ) : E/th—l,lcg...lclo (b, (J H éSZ))
P(2) - Bt (0, (J B 2)

' o (5.8)
p(lo) ’ Ekf,tkz...km—l (b’ (J BH 10))

10
= ZP(@) ) EI:ff...,lci—l...km (b, (J B 1))
i=1

ahol p(i) = &

A jaték szabélyai szerint, ha egyszer méar a jatékos kért Gjabb lapot, akkor onnan-
tol kezdve mar nem duplazhat, tovabba be sem dobhatja a lapjait, és a szétszedést
sem valaszthatja. Ebbél kovetkezik, hogy a E,fokw(b, J)-re adott 5.6 képlet nem
igaz, mivel csak két akcio koziil valaszthat, tehat

opt -1 ha J = fuccs
Ei ko (b, ) = max { B8 (p 7)), EM= . (p, J)V ha J # fuces (5.9)
k1,...k10 ki1,.--k10

a helyes.

5.2.3. A duplazas varhaté nyereménye

Duplézasnal a jatékos tétjét megduplézza, de csak pontosan egy lapot kap. Ezutan
meg kell 4llnia, az 0szt6 kezdheti meg a laphizast. Magatol értetddik ezért az alabbi
képlet:

B4 (b, J) =2 - p(asz) - Epe™ e (b, (] W dsz))
2.p(2) - Epet (b, (JW2))

' , (5.10)
2. p(10) - Ex % _, (b, (J w10))

=2 Zp(z) ' Elrclir-r-l.fllgizﬂ...km (b, (J W)
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5.2.4. A bedobéas varhaté nyereménye

Ha a jatékos gy itéli meg, hogy nagyon rossz lapja van (pl.: 10-6), de az osztonak jo
(pl.:10) akkor bedobhatja a lapjat. Ekkor a tétjének felét elveszti. Tehat a lapoktol
fiiggetleniil a bedobés akcidhoz tartozé varhaté nyereménye mindig -0.5, azaz

Epedor (b, (J)) =—0.5 (5.11)

,---k10

A Black Jack szabalyai szerint a jatékos csak akkor dobhatja be a lapjait, ha a bank
lapja nem é&sz.

5.2.5. A szétszedés varhaté nyereménye

A szétszedést csak akkor vélaszthatja a jatékos, amikor a kiosztott két lap azonos.
Ekkor betesz a tétjének megfelels Osszeget, a lapjait kettészedik, mindkettére kap
egy-egy ujabb lapot, és mint két kiilon jatékos folytatja a jatékot a bank ellen. Ha
nagyvonaltiak lennénk ezt irhatnank:

10
By (0, (18 41)) =25 ) _p(i) - By 41k, (0, (1 81)) (5.12)
i=1
Miért nem igaz a fenti képlet?

Azért, mert egy részrél a mésodik jatékos varhaté nyereménye nem lesz azonos
az elsé jatékos varhato nyereményével (lévén, hogy a lapok valoszintisége megval-
tozik), tovabba az E,fo’___km (b, J) altal felhasznalt Epe™ ri%(p, J) érték kiszamitasara
felirt képlet sem lesz igaz, mert ott feltételeztiik, hogy a jatékos utan az osztd kovet-
kezik, ami itt nem teljesiil. Szimul4ciés eredmények igazoltak, hogy a fenti képlet jo
kozelitését adja a valoésagnak, ezért a tovabbiakban ezt a képletet fogom hasznalni

5.2.6. Kiegészitések
Az eddig felirt képletek nem vettek figyelembe két apré szabalyt:

1. A jatékos Black Jack esetében két specialis akcié koziil valaszthat

2. Két asz szétszedése utan, a jatékos csak egy-egy lapot kaphat.

Nézziik meg hat, hogyan kell mddositani a képleteinket, hogy most mar minden
szabalynak megfeleljenek.

Black Jack esetében, ha az oszt6 lapja nem asz vagy 10-es, akkor a jatékos
automatikusan megkapja tétjének masfélszeresét. Ha azonban az oszt6 lapja ész
vagy 10-es, tehat van esélye, hogy neki is Black Jackje lesz, akkor két akcid koziil
véalaszthat:

1. Kikéri a nyereségét, ami ebben az esetben csak a téttel, nem annak masfélsze-
resével egyezik meg.

2. Hagyja, hogy htizzon az oszt6, kockdztatva ezzel, hogy neki is Black Jack-e
lesz és nem nyer semmit. Ha nem ez kévetkezik be, akkor a jatékos nyeresége
tétjének masfélszerese.
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Ezek alapjan felirhatjuk, hogy

o _f max {Egkr (b,B.).), g K ki(h,B.J.)} ha b e {10,452}
g0 (b, B-J.) = { 1.5 ellenben
(5.13)
ahol
Egker (5,BJ) =1 (5.14)
Epem perli(p B.J.) = 0- p(B.J.|els6 lap = b) + 1.5(1 — p(B.J.|els6 lap = b))
~ | 1.5(1 —p(10)) ha b=ész
1501 — %) ha b=10
| 1.5(1 — %) ha b=ész
A két aszra vonatkozd szabalymodositds miatti 0j képlet magatol értet6do:
Eszetszelfg (b, (4sz H asz)) =2 - ((E,th_l,___kw(b, asz H asz) +
(5.16)

+ Zp Er (b (11 z')»)

a képletben szerepld (E,g‘fil’___km(b, 4sz M 4sz)-ra nem alkalmazhat6 a 5.6 képlet, hisz
tudjuk, hogy csak a tovabbi szétszedés vagy a megéllas kozott valaszthat a jatékos,
tehat ebben az esetben:

B 1, (b, a2 B disz) = max { Eied (v, (ss2 B ésa) , B, (0,12) ) (5.17)

Ezzel minden képletet megadtunk egy tetsz()’leges kl,. km lapkombinéci()hoz tar-

Tz 2z

tarozésahoz.

5.3. Gyorsitasi lehetGségek

Habar a képletek altal kapott eredmény pontos, maga a szamitas, a rekurzi6 mély-
sége miatt, lassi. Az altalam implementélt programnak egy PII 300Mhz-es pro-
cesszoron mintegy 32 o6rdig tartott mig kiadta az optimélis stratégiat és annak var-
hat6 nyereményét.

A globalis stratégiakeresésnél majd latni fogjuk, hogy az elemi jaték optima-
lis stratégiajahoz tartozo varhaté nyeremény kiszamitasanak gyors miiveletnek kell
lennie, 1évén nagyon sok lapkombinécioéra kell ezt az értéket meghatarozni, hogy a
globélis kérdésekre valaszt tudjunk adni.

Feladat lenne ezért, hogy a szdmitasi id&t a pontossag rovasidra nagymértékben
lecsOkkentsiik, torekedve minél jobb kozelités elérésére. A kovetkezGkben az aldbbi
harom gyorsitasi modszert fogom részletezni:
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e kozelités végtelen kartyacsomaggal
e stratégia-beégetés modszere

o kozelités neuréalis haldval

5.3.1. Kozelités végtelen kartyacsomaggal

Ennél a kozelitésnél feltételezziik, hogy a kiosztandé lapok szdma végtelen, de az
egyes lapok val6szintiségei ismertek. Példaul az sz valoszintisége 15, a 2-¢ 15 ... a
10-¢ .

Hogy lassuk mekkora eltérést ad ez a kozelités, gondoljunk példaul arra, hogy
mekkora a valdsziniisége annak, hogy két aszt hiizok, végtelen sok lap koziil, és egy
csomag kartya = 52 lap koziil:

1 1
végtelen (2 & = TS 14
Prégiten (2 852) = 75 75
, 4 3 1 3 ,
Degy csomag(2 aSZ) = 5_2 ) 5_1 = E : 5_1 ~ pvégtelen(2 aSZ) -0.76

Mitél lesz tobb nagysagrenddel gyorsabb a szamitas?

Att6l, hogy nem kell nyomon kévetniink azt, hogy milyen lapok huzéasaval ju-
tottunk el a bank és a jatékos laposszege altal meghatirozott allapotig, hiszen a
kezdetben megallapitott lapvaloszintiségek egyértelmiien meghatarozzdk a varhato
nyereményt. Az tehat, hogy egy adott allapotot két 3-as és egy 2-es, vagy pedig egy
8-as lap hiizasaval értem el, teljesen mindegy mivel laphiizasok altal a lapok valdszi-
niiségei nem valtoznak (nem tugy, mint véges pakli esetében). A gyorsitas tehat ott
jelentkezik, hogy elég minden allapot varhato nyereményét egyszer kiszamitani, el-
lentétben a véges paklis esettel, ahol ezt annyiszor kellett megtenni, ahdnyféleképpen
azt az allapotot a kezdeti allapotbodl el lehet érni.

Felrajzolhatunk tehét egy iranyitott, kormentessé tehetd, tigynevezett szabily-
grafot. Ennek a grafnak a pontjai reprezentaljak a jatékos és az oszt6 egy lapja altal
meghatarozott allapotot, éleihez pedig a lapokat rendeljiik, gy, hogy az él kezdo-
pontjanak allapotahoz az él lapjat hozzdadva a végpont altal reprezentélt dllapotba
jutunk

Az egyes pontokhoz tartozé varhaté nyeremény megegyezik a szomszéd pontok-
hoz tartoz6 varhaté nyeremények silyozott Gsszegével. A sily nem maés, mint a
szomszéd allapotba mutatoé él lapjanak valoszintisége. Az elemi jaték varhato nyere-
ményének meghatarozasa ekkor, a graf egyszeri topologikus bejarasaval megkaphato.

A topologikus bejarashoz a grafnak kormentesnek kell lennie[4]. A kérmentes-
séget csak a szétszedés akciojahoz tartozoé él sérti meg, hiszen ahogy a 5.12 képlet mu-
tatja az Ey%ed (b, (1 B j1)) meghatarozasahoz ismerniink kell El:ff---krl---km (b, (j1H j1))
értékét, ami viszont fiigg a szétszedés varhaté nyereményétsl. Végtelen kartyacso-
magot feltételezve, azonban igaz, hogy ha a legjobb akci6 a lapok szétszedése, akkor
annak az allapotnak is a szétszedés lesz a legjobb akci6ja, amit az eredeti allapotbol
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egy Gjabb ugyanolyan lap huzasaval kapok. Eppen ezért:

10
By (0, GLEB 1)) =23 pi- B, (b, (j181)) =
ilzol
2-pji- B Lo (0, (GBI +2 Y pi- BF (b, (71 81))
i:ll,z;éjl
2-pj - Byt (0, GLEJ1) +2 Y pi- B, (0, (7184))
i:l,li;éjl
(1—=2pj) - Bpoed (b, (j1841)) =2 > pi- EL (b, (j184))
Egétsed (41 BiD) = 155 > it BR L, (0, (j184)

i=1,i#£j1

(5.18)

Lathato, hogy a jobb oldalon mar nem szerepel olyan &allapot varhaté nyere-
ménye, ami fligg a szétszedés varhaté nyereményétsl, tehat a grafot kormentessé
tettiik. A kovetkezd§ abran a szabélygraf egy apré részlete lathatd, néhany huzés és
szétszedés akcidhoz tartozo éllel.

5.1. abra. A szabalygraf egy részlete

Az eljaras nem hasznal rekurzidt, az &ltalam készitett implementéacioban egy 2
dimenzids (40 x 10— es) t6mb sorindex (azon beliil oszlopindex) szerinti feltoltésével
a végeredmény egy tizezred mésodperc nagysagrendi id6 alatt megkaphato.

Ha végtelen kartyacsomagos kozelitéssel az elemi jaték varhaté nyereményét ha-
tarozzuk meg, akkor a hiba viszonylag nagy (5-20 %, a kozelitendd lapkombinécio
lapszamatol fiiggSen). Célszerti tehat, csak bizonyos rekurzios szint felett, az egyes
allapotok varhato nyereményének meghatarozasihoz hasznéalni.

5.3.2. Stratégia-beégetés mobdszere

A modszernél a lehetséges akciok terét sziikitjiik. Ennek oka az, hogy vannak olyan
akciok, melyeknek varhatoé nyereménye ,sosem” lesz maximalis, viszont ezen értékek
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meghatarozasa sok id6t vesz igénybe. Ha ezeket az akcidkat kivagjuk a szabélyg-
rafbol, akkor a program futésa gyorsabb lesz. Kétféle akciolevagast kiilonbozetetek
meg:

logikus kovetkeztetés alapjan. Ekkor tudom, hogy a kiiktatand6 akcién kiviil
biztosan létezik egy olyan akci6, amely varhaté nyereménye nagyobb. Példaul,
ha a jatékos lapjainak Gsszege 11 alatt van, akkor a megall4s akci6 varhato
nyereménye biztos kisebb, mint a huzis varhaté nyereménye, hiszen egy tjabb
lappal csak jobb &allapotba keriilhetek.

kis val6szintiség alapjan. Ilyenkor ha annak a val6szintisége, hogy egy akcid vér-
hat6é nyereménye lesz maximaélis, bizonyos korlat ala esik, akkor az akciot ki-
vagjuk a képzeletbeli szabalygrafunkbol. Az altalam implementalt program-
ban egy akciot akkor iktatok ki, ha bizonyos szamu véletlenszertien generalt
k1, ks . .. k1o lapkombinaci6 kozott nincs olyan eset (tehat nem maga az allapot
altal meghatarozott lapkiosztas), amikor a vizsgélt akcié lenne a maximalis.
A generalt lapkombinaciok szdma megegyezik egy ember6lts (100 év) alatt,
a kaszinoban folyamatosan generalt lapkombinaciok szamaval. Magyaran, ha
egy olyan ember sem taldlkozik ilyen lapkombinéciéval, aki 100 éven keresztiil
Black Jacket jatszik, akkor elhanyagolhatjuk ezt az akciét ebben az &llapotban.

A gyorsitasok kovetkeztében a 32 oréas futasi id6bol, a stratégia-beégetés modszerét
alkalmazva 14 perc lett, ami a végtelen kartyacsomagos kozelités kovetkeztében 1-5
mp-re csokkent, attol fliggden, hogy az eltérésnek 5%, vagy 2%-os korlatot irtam
eld.

Az altalam implementélt program, amely az optimalis stratégia és annak véar-
hat6é nyereménye meghatarozasdhoz matematikai eszkozoket hasznélt, a kovetkezs
eredményeket adta. A 6 csomag megkeverése utan, az elsG leosztasban a jatékos
varhaté nyereménye negativ, pontosabban, a harom kozelitéssel kapott eredmény:

5.1. tablazat. Az els6 leosztas varhaté nyereménye

E3Y' 0406—=-0019634 59,1 perces futési id6
E3' 0406=-002091 2 mp futési ids
E%' 04,06—=-0028453 0.00014 mp futasi id6

Mindhé4rom kozelités ugyanazt az optimalis stratégiat generalta. Ezt a stratégiat
ezutén a szimuléaciés programommal 180 milli6 jatékon (6 ora 45 percen) keresztiil
teszteltem. Az egy jatékra jutd nyeremény -0.0021655! lett, ami csak mintegy 7%-os

LA bevezetSben lathattuk, hogy a rulett jatékban a jatékos tétjének g—;—e a bank zsebébe van-
dorol, minden egyes porgetésnél. A kaszinok altal készitett statisztika alapjan ez az érték a Black
Jack esetében g—&, ami azt jelenti, hogy az emberek a Black Jackben atlagosan mésfélszer tGbbet
vesztenek. Ez arrdl tantskodik, hogy az emberek gyengén jatszanak, az altaluk kidolgozott stra-
tégia messze elmarad az optimaélistél, ahol a varhaté nyeremény % (Sok ember ugy jatszik, hogy
sosem kér ijabb lapot, ha lapjainak 6sszege 11 f6lé emelkedik. Ezt azzal indokoljék, hogy igy sosem
fognak befuccsolni. Hogy lassuk mennyire rossz ez a stratégia elég ha megnézziik a 11. oldalon
talalhat6 optimaélis stratégiat, ahonnan azonnal kideriil, hogy 11-es lapdsszeg folott meglehet&sen
gyakran kell ajabb lapot kérni).
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eltérés a matematikai modszerrel kapott eredménytél.

Az, hogy a varhato nyeremény negativ, nem jo jel. Ez azonban nem azt jelenti,
hogy hossztitavon nem lehet nyerni, pusztan azt, hogy a jaték kezdetekor a helyzet
az osztonak kedvez. Bizakodasra adhat okot, hogy akar mar a masodik leosztastol a
jatékos lehet el6nyben. ha példaul az els6 jaték soran a jatékos 7,8-ra 2-est kapott, a
bank lapjai pedig, a kiosztas sorrendjében: 8,3,5,2, akkor a mésodik leosztas varhato
nyeremény 0.001998, ami mar pozitiv érték.

Ebbél latni lehet, hogy az egyes jatékok sordn a varhaté nyeremény elgjele gyak-
ran valtozhat. Kérdés azonban, hogy milyen gyakran lesz pozitiv a varhaté nyere-
ményem, tovabba, hogy az ekkor nyert pénzem tobb lesz-e, mint az az Gsszeg, amit
negativ varhato nyeremény esetén elvesztek. A kérdések megvélaszolasara a globalis
stratégiakeres/elemz8 modszereket a 6. fejezetben mutatom be.

5.3.3. Kozelités neuralis haloval

Ha a valoszintiségszamitas felhasznalasaval kapott képletekben a rekurziot kifejte-
nénk, akkor explicit képletet adhatnank az optimalis stratégia varhato értékére, és
a ki, ...k értekek kozott. A rekurzi6 tényleges kifejtése és ezaltal az Ef’ | =
f(ky, ... ko) fiiggvény meghatarozésa azonban nem vezetne gyorsabb eredményre,
hiszen e fiiggvény bonyolultsaga miatt tetszéleges ky, . .. kip-hez tartozo helyettesi-
tési érték meghatarozisa sokaig tartana.

Cél lenne tehét e fliggvény egy olyan egyszeriisitését vagy mas jellegli modelljét
elkésziteni, ami habér csak kozelitést ad, sokkal gyorsabban adja a helyettesitési
értékeket.

Ilyen jellegii feladatra (fiiggvény interpolacio) kittinGen alkalmasak a neuralis
halok. A feladat tehat egy olyan 10 bemenetelti, 1 kimeneteld neuralis halo épi-
tése, ami jo kozelitésiil szolgal az f(kq,...k1o) fiiggvénynek. A megfelel§ neuralis
hal6 paramétereit akkor tudjuk minél pontosabban meghatarozni, ha a kozelitendd
fliggvény valtozoinak fokszamarol minél tobb informacioval rendelkeziink. Ezek az
informécidk a Black Jack esetében kiszdmithatoak. Az egyes lapokhoz tartozo val-
tozok maximalis fokszdma megegyezik az egy elemi jaték soran elSkeriils ilyen lap
maximaélis szamaval. Példaul 6-osbol a jatékos és a bank is maximalisan 4-et kaphat,
igy k¢ legnagyobb fokszdma 2 -4 = 8. Hasonl6an hatarozhatjuk meg a t6bbi valtozo
maximélis fokszamat.

Egy neuralis halot tanitani kell. Ehhez kombinaciokbdl és azokhoz tartozd var-
hat6 nyereményekbdl all6 tanitohalmazra van sziikség. Az egyes kombinacidkhoz
tartozo varhato nyereményeket az el6z6 két gyorsitési eszkozt felhasznéalva (példaul
1% hibaaranyt 5mp idejii) matematikai eszkozokkel nyerhetjiik.

Az lenne az ideélis, ha a gyakran el6fordulé kombinacidkra a neuralis halé &ltal
adott kozelités pontos lenne, mig a nagyon ritkan el6fordulokra ez nem feltétleniil
sziikséges. 'Tehat a tanitohalmazban a gyakran el6fordulé kombinécidk legyenek
tulsilyban. Ezt kétféleképpen érthetjiik el.

Az els6 megoldas roppant egyszerii. Tegyiink tgy, mintha kaszinoban lennénk,
jatszunk. A jaték folyaméan elGallitott kombinaciok legyenek mind a tanit6, mind a
teszthalmaz kombinacioi. Igy tényleg a gyakrabban el6fordulé kombinéciok lesznek
talsilyban a tanitohalmazban.
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A masik megoldas alapja az, hogy a gyakran el6forduld, tehat amelyek elGfor-
dulasanak valdészintisége nagy, meghatarozhatok. Errél bévebben a 6.3.3 részben, a
poli-hipergeometrikus eloszlas eseményterének bejardsanal lehet bGvebben olvasni.
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6. fejezet

Globalis stratégiakeresés

6.1. Az optimalis stratégia

Ahogy az elemi stratégiakeresésnél megadtuk az optimélis stratégiat, és annak var-
haté nyereményét, tigy globélis szinten is ezt kell tenni. Globalis szint{i optimaélis
stratégia keresésében az alabbi, meglehetGsen egyszeri tétel nyijt tAmpontot.

tétel 6.1 (Optimalis globalis stratégia). Tetszdleges jdatéksorozatndl az egy elemi
jatékra juto vdarhato nyeremény maximdlis ha a tétmanipuldciora 1gaz az aldbbi: az i-
edik jdaték eldtt mazximadlis tétet tesziink, ha az i-edik jdték vdarhato nyeremény pozitiv,
és minimdlisat, ha negativ.

Bizonyitds. Konnyt belatni, hogy tetszleges mas stratégia esetén barmely jatékso-
rozat egy egységre jutd varhaté nyereménye kisebb lesz, mint az optimalisé, hiszen

- 1 . . .
Eglobahs — = (tétl . Eieleml + tétg . Egleml .+ tétn . Eﬁblemz)
n
6.1
globalis __ 1 £ 410X elemi 4+ 10in elemi ( )
opt = — | tét E E7°™ + tét E E;
n

i, ahol E¢lemi( i, ahol Eglemi<0

és barmely mas stratégiara, ahol Ef™ > () esetében tét; # t6t™a ott
tét; - BSeM < tetmax . pelem
tovabba, ahol ahol Ef®™ < ( esetében tét; # tét™" ott
tét; + EfO™ < teg™n - Erlem

miatt az Osszeg és annak n-ed része is kisebb lesz, ami azt jelenti, hogy a stratégia
egy elemi jatékara jutd varhaté nyeremény elmarad az optimaélisétol. 0
Feladat lenne tehat EZ:"*"™ értéket meghatarozni, hiszen ez alapjan lehet vélaszt
adni olyan kérdésekre, hogy:
JErdemes-e egyaltalan jatszani?” vagy ,Mennyit fogok igy nyerni 2 6ra alatt?”

Ha figyelmesen végigolvastuk a Megerdsité tanulas fejezetet, akkor feltiinhetett,
hogy ott méar volt sz6 egyfajta globalis stratégia keresésérsl. Mind a szimulacionél
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mind a megerdsit6 tanulasnal, ha egy tanulélépés (illetve egy elemi jatékszimulacio)
utan nem az alapallapotba allitjuk vissza a koriilményeket (Black Jacknél ez a lapok
tjrakeverését jelenti), hanem folytatjuk a tanulast a megvaltozott koriilményekkel,
akkor egy altaldnos stratégiahoz jutunk. Ez a globalis stratégia azt mutatta meg, ha
a jatéksorozatok alatt nem valtoztathatnank stratégiat, akkor mi lenne az optimélis.
Az igy meghatarozott stratégia azonban mesze elmarad a tételben kimondott opti-
malis stratégiatol (olyannyira, hogy példaul a Black Jack esetében az elgbbi negativ,
mig az utébbi pozitiv varhaté nyereményt ad). Ez varhato, hiszen az optimaélis glo-
balis stratégidnal pont azt tudjuk kihasznélni, hogy vannak olyan kedvezé helyzetek,
amikor a varhato nyeremény pozitiv, és ilyenkor nagy téttel tudunk jatszani.

Az aldbbiakban két modszert mutatok be az optimalis globalis stratégidk egy
elemi jatékara jutdé varhatoé nyereményének meghatérozaséra.

6.2. Szimulacioés varhatoérték képzés

A szimulaciokon alapulé médszert mar ismerjiik.

Lényege, hogy minden elemi jaték el6tt meghatarozzuk az optimélis stratégiat
és annak varhatoé nyereményét. Optimalis stratégia alapjan fogunk jatszani és a
nyereségiinket (ami természetesen lehet negativ is) két valtozo egyikében fogjuk
tarolni attol fliggen, hogy a varhaté nyeremény pozitiv vagy negativ. Az optimélis
globalis varhato értékre igaz, hogy

Eovt t6t™2% . nyereményPo4tV 4 tét™i" . nyereményesty

globélis

- 6.2
jatékszam (6:2)
Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen tétarany mellett érdemes leiilni jatszani,
A negativ
akkor azt a —% tort adja meg.
. nyeremeny . . . .
Mivel az elemi jaték optimalis stratégiajat, és annak varhaté nyereményét is
sokszor kell meghatarozni, ezért csak az elemi matematikai stratégiakeresés alkal-
mazhato.

6.3. Varhatoérték képzés matematikai eszkozokkel

Mint azt az elemi stratégiakeresd eljarasoknal lattuk, a matematikai eszkozoket al-
kalmaz6 modszer messze feliillmilta a tobbi modszert. Kérdés tehat, hogy lehet-e
alkalmazni a valészintiségszamitéast globalis szinten is, gyorsabb és pontosabb ered-
mények elérése érdekében.

A kovetkezSkben bemutatom, hogyan lehetne kibGviteni az elemi stratégiake-
resésnél adott képleteket, hogy teljesen pontosan meg tudjam mondani a globalis
szint varhato nyereményt. Ezt kovetGen bemutatok egy gyakorlatban is alkalmaz-
hato kozelité algoritmust.

6.3.1. A pontos varhaté érték

A bevezet6ben leirtam, hogy globalis stratégiakeresésnek nincs értelme, ha az elemi
jatékok fiiggetlenek egymastol. Tételezziik fel, hogy az elemi jatékok fiiggenek va-
lamit6l, minden elemi jatéknak van egy helyzete. Példaul a Black Jack esetében a
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helyzetet a ki, ko, ...k1o lapkombinaci6 (tehat k; darab &sz, ko darab 2-es ... kyg
darab 10-es) jellemzi egyértelmten.

Egy elemi jaték varhato nyereményét a helyzet altal jellemzett start allapot var-
hat6é nyereményével hataroztuk meg, ami egyenld volt az ezen allapotbol elérhets al-
lapotok varhato nyereményének silyozott Gsszegével. Ezeket a szomszéd allapotokat
méar mas helyzet jellemez (amit a kezdShelyzetbdl, és az &tmenetekbdl egyértelmtien
meg lehet hatarozni), és varhaté nyereményiiket hasonléan lehet kiszamitani, mint
a start allapotét. A rekurzionak akkor van vége, ha végéallapotba jutunk, aminek a
varhato nyereménye ismert. Ha ezen allapotokra a

s e P
Efelyzer = 1smert érték

helyett a

Estart allapot

s . "
Eretyser = ismert érték + prolytatas (helyzet) helyzet

képletet adjuk, ahol proiytatas(helyzet) adja meg azt, hogy mennyi a valészintsége
annak, hogy a helyzet altal jellemzett helyzetben Gjabb elemi jaték kezd&dik.

A optimalis globalis stratégia varhaté nyereményét, ekkor a Eﬁg‘;f;eﬁug;;;et adja
meg.

A szemléletesség kedvéért bemutatom, hogyan kellene ezt alkalmazni a Black
Jack esetében.

6.3.2. A Black Jack globalis varhat6 értékének kiszamitasa

Black Jackben egy elemi jaték helyzetét a kiosztando ky, ko, . . . k1o lapkombinéci6 irja
le. A kiindulési helyzet ismert: ky =6-4 =24 =k, = ... = kg és k1g =6-16 = 96,
lévén 6 csomag kartyaban 24 sz darab, 2-es ... 9-es. és 96 darab 10-es van.

Minden elemi jaték kezdetekor ismerjiik a lapkombinaciot és tudjuk, hogy a teljes
jatéknak akkor van vége amikor kiosztjak a lapok kb. 80%-4t. Pontosabban az utolso
kiosztéasra keriil§ lapot a 4. és az 5. csomag kozott véletlenszertien sorsoljak. Kozelit-
siik az utolso kiosztéasra keriilg lap eloszlasfiiggvényét (v =)4.5pakli = 4.5 - 52 = 234
varhato értékid normalis eloszlassal. Az eloszlas szorasat hatdrozzuk meg tgy, hogy
P[4 -52,5-52] = 0.99 legyen. Ha &(z,v,0) -val jeloljiik az igy kapott eloszlas
eloszlasfiiggvényét (nem siriiségfiiggvényét), akkor a keresett proiytatas (helyzet) -t ki-
fejezhetjiik az alabbi modon:

Prolytatas (helyzet) = pg, .k, (folytatas) = 1 — &(K, v, 0) (6.3)

ahol, mint eddig is K = 3,0, ki
Ez alapjan atirhatjuk azokat a képleteket, amelyekben a végallapot varhatd ér-
téke szerepel.

P(Jisy) - E,Zega,ilm (bW jksy, J) hab< 17

megall )1 ha b < J vagy b = fuccs
Ek)l,.g..k)lo (b’ J) - 0 ha b — J (6-4)
-1 ha b > J és b # fuccss
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helyett

Pliksv) - Epn s (bW iy, J) ha b < 17
tét + (1 — (K, v, a))E,?it___klo ha b < J vagy b = fuccs
0+ (1—&(K,v,0)EM ha b=J
—tét + (1 — (K, v, o))Efo___km ha b > J és b # fuccss
(6.5)

B (b, J) =

ahol tét = tét™* vagy tét = tét™® attol fiiggden, hogy El?ff...klo > 0 vagy ngf___klo
0. Hasonl6 modon kell modositani az 5.11 az 5.13 az 5.14 és az 5.15 képleteket.

Az optimalis globélis stratégia varhaté nyereményét tehat az ngjf24___96 kifejezé-
sével kaphatjuk meg.

A Black Jack esetében ez az eljaras csak elvi szinten alkalmazhat6, hiszen a
rekurzi6é olyan mély, hogy még szuperszamitogépeknek is évmilliokig kéne dolgozni,
hogy az eredményt megkapjuk.

A kovetkez&kben ezért, egy nem csak Black Jackre alkalmazhato, jol hasznalhato

kozelits eljarast mutatok be.

<

6.3.3. Kozelités poli-hipergeometrikus eloszlassal

Ez a kozelit6é modszer csak abban az esetben hasznalhato, amikor az elemi jatékot
leir6 helyzetre igaz, hogy jellemezhet6 egy véges elemszami halmazzal. A halmaz-
ban egy elem tobbszor is elgfordulhat. A jaték kezdetekor mindig ugyanabbdl az
ismert halmazbol indulunk ki, és az elemei jatékok soran eltavolitunk mindig néhany
elemet. Hogy két példat emlitsek, gondoljunk itt elgszor kiillonb6z6 szind golyokkal
teli urnara, amelybdl minden jaték soran kivesziink egy par golyot, vagy gondol-
hatunk az olyan nyilt lapt kartyajatékokra, amelyeknél kezdetben néhany csomag
kartyat megkevernek, és minden jaték soran valamennyi lapot kiosztanak.

A kovetkez6kben a halmaz elemeit lapoknak hivom, magat a halmazt pedig ta-
lonnak. Amennyiben [ kiilonb6z6 lap van a talonban, akkor a halmazt egyértelmtien
leirja a k1, ... k; lapkombinécio, ahol k; jelenti az els6 tipusu lap darabszamét, ko a
masodik tipusuét ... .

Lathatjuk, hogy ennél a modellnél, minden kq,...k; esetén kiszdmithatjuk a
ki,...k; helyzet altal leirt elemi jaték varhaté nyereményét. Ha meg tudjuk mon-
dani, hogy mennyi a valészintisége a ki, ... k; lapkombinécié el6fordulasanak, akkor
az optimélis globalis stratégia varhaté nyereménye kozelithetd az egyes lapkombi-
naciokhoz tartozo elemi jatékok silyozott Osszegével, ahol a stly a lapkombinécio
valosziniisége, azaz

0 0 0
Eglpcfbalis — Z Z Z p(kl, ka... kl) ) Elgfsz...kl (6-6)

ki=n1 ka=no ki=mn;

ahol n; a kezd&talonban 1év6 1-es tipusi lapok szama, ns a 2-es tipusu lapok szdma
... tovabba p(ki, ks ... k;) adja meg, hogy a K = 2221 k; véletlenszeriien kivalasz-
tott lap koziil mennyi a valdsziniisége, hogy k; darab 1l-es tipusi, ko darab 2-es
tipust ... lesz a lapok kozott.
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Ezt a valészintiséget kis kombinatorikai alapismeretek mellett konny meghata-
rozni. N = 22:1 n; lap koziik K darab lapot (g) féleképpen lehet kivalasztani,

amibél a kedvezd esetek szama (Zi) (le) ... (le) Ezek szerint

(k) ) -+ &)

p(kl, kg ce kl) = k1
(x)

Ezt a valoszintiségi eloszlast hivja a szakirodalom poli-hipergeometrikus elosz-
lasnak [3].

Amennyiben a jaték olyan, hogy sosem osztjak ki az Gsszes lapot, és pyt(K)
adja meg annak valoszintiségét, hogy N — K elemszamu talonnil megkezd&dik tijabb
elemi jaték, akkor a helyes képlet:

(6.7)

()G ()
N
(x)

A feladat az lenne, hogy az Osszes ki, ...k; lapkombinaciora, amelyre fennéall,
hogy proiyt(K) > 0, meghatarozni p(ki,ko...k;)-t és a hozza tartozoé elemi jaték
varhat6é nyereményét.

Miel6tt nekiallndnk megprogramozni a feladatot, nem art ha egy kis informéciot
nyeriink arrél, hogy milyen szamitas- és iddigénye van ennek a kozelitésnek. Tudjuk,
hogy az (}) tipust kifejezések kiszamitasa lassi miivelet, és mivel a p(ki, ko ... k)
kifejezésben 141 darab ilyen van, ezért til nagyszami lapkombinacié esetre kisza-
mithatatlan lenne a végeredmény.

Kérdés tehat rogzitett K mellett a poli-hipergeometrikus eloszlas allapotterének
elemszdma'. A kovetkezS tételben erre adok képletet, attol fiiggSen, hogy K milyen
intervallumba esik. Mivel a kartyajatékokra jellemz6, hogy kezdetben minden lapbél
ugyanannyi lap van a talonban, ezért azt a specialis esetet vizsgalom, amikor n; =
Ng = ...My =MN.

p(kl, kQ .. kl) =

* Protyt (K) (6.8)

(2)(2)-)

tétel 6.2. Ha az n,l,K paraméterd (tehdt p(ki, ks ... k) = @) ) poli-hiper-

K
geometrikus eloszlds dllapotterének elemszimdt S(n,l, K)-val, jelolom, akkor igaz,
hogy

(k) ha K <n
+K-1\ _ 7. I+K—(n+1)-1
S(n,l, K) = ( K ) ! ( K—(n+1) ) han < K <2n (6.9
S(n, 1, K —1)+ S(n,l —1,K)—
\S(n’l_laK_(n+1)) han< K
tovdbbd
1 ha K<n

Sn. 1, K) = { 0 han< K (6.10)

LA poli-hipergeometrikus eloszlas allapotterének elemszaméara megadott rekurziv képletek ge-
neratorfliggvénye magasszintd kombinatorikai kényvekben megtalalhato [2]
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Bizonyitds. S(n,l, K) értekét ugy is kiszdmithato, ha megmondjuk hanyféleképpen
lehet [ dobozba K golyot elhelyezni gy, hogy semelyik dobozban ne legyen n-
nél tébb goly6. Ez azért igaz, mert minden egyes golybelrendezéshez kolcsnosen
egyértelmiien megfeleltethetiink egy lapkombinaciot tgy, hogy az 1-es dobozban
lévé golydk szidma egyezzék meg a lapkombinicioban taladlhatéd 1-es tipust lapok
szamaval, a 2-es dobozban taladlhat6 golyok szama, a 2-es tipusuéval ...

1 ha K<n

Azt, hogy S(n,1,K) = 0 han< K
golyot egyféleképpen tehetek, kivéve ha ez megsérti a kritériumot, miszerint n-nél
tobb golyét nem keriilhet egy dobozba sem.

Vizsgaljuk meg a tétel els6 felét, amikor K < n. Ilyenkor a kritériumot nem
kell figyelembe venni, hiszen ha 0sszesen max. n golyot helyezek el a dobozokban
akkor nyilvan egy dobozba sem keriilhet n-nél tobb goly6. A kérdés ilyenkor, hogy
hanyféleképpen helyezhetek el 1 darab dobozba K darab golyo6t.

Ennek megvélaszolasahoz fogjuk fel az [ darab dobozt, mintha csak 1 darab nagy
doboz lenne, de annak belseje [ —1 fallal el van valasztva, ami végiil is [ részre osztja.
Ha a nagy dobozban K + [ — 1 pozici6é van golyok és falak szdmara, akkor az Gsszes
fal elhelyezése egyértelmiien meghatarozza a golyok elrendezését. Tudjuk, hogy [ —1
falat pedig ("%, ") = ("*%") féleképpen tudok letenni. Ezzel az allitds els6 felét
belattuk.

Most vizsgaljuk az n < K < 2n esetet. A fenti képlet ekkor nem alkalmazhato,
mert megszamolnank azokat az eseteket is amelyek megsértik a kritériumot. A
kritériumnak megfelel§ esetek szdmat megkaphatjuk ha az Gsszes esetbdl levonjuk
a rossz esetek szamat. Az Osszes eset szdmat az imént adtuk meg, az pedig hogy
mennyi szegi meg a kritériumot konnyi kiszamitani. Mivel K < 2n, ezért pontosan 1
dobozban lehet n golyénal tébb. Tehat egy dobozba tegyiink n+1 goly6t, a maradék
K —(n+1) goly6t pedig helyezziik el tetsz6legesen. A kritériumszegs dobozt | doboz
kziil vilaszthatjuk ki, az K — (n+1) golyét pedig ("5 ~{("+})™") féleképpen tehetjiik
[ dobozba, tehat

konnytd belatni, 1lévén 1 dobozba K

#j0 esetek = #0sszes eset —#rossz esetek

(6.11)
I+K-1 I+K—(n+1)-1
S(TL,Z,K) :(+K ) _l'(+K—((n_—'—|—1)) )
A tétel harmadik része tetszGleges n < K-ra egy rekurziv képletet ad, hogy a 2n < K
estekre is meg tudjuk hatarozni S(n,l, K) értékét. Az egyenldség igazolasahoz az
alabbi egyenléséget fogom felhasznalni:

min(K,n)
S,,K)= Y_ S(nl-1K—i) (6.12)
i=0
Ez az egyenlGség azért igaz, mert az elsé dobozba 0, vagy 1, ... vagy min(K,n)

golyot tehetek, mig a t6bbi I — 1 dobozba S(n,l — 1, K — i) féleképpen tehetem a
maradék goly6t. Ha K > n, akkor a képletben min(K, n) n-re moédosul. Ekkor:

Sn,l,K)=Sn,l—-1,K)+S(n,l—1,K—-1)+...4+S(n,l—1,K —n) (6.13)
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mivel

Sn,,K-1)=S(n,l —1,K—-1)4+Sn,l -1, K—-2)+ ...+

Sn,l—1,K—n)+S(n,l—1,K—(n+1)) (6.14)

ami behelyettesitésével a 6.13 egyenletbe kovetkezik:
Sn,l,K)=8n,l,K—-1)+S(n,l—1,K)—S(n,l—1,K — (n+1)) (6.15)
O

Lathato, hogy a [1,2n] intervallumban K névelésével az elemszam exponencialisan
né. 2n f6lott az elemszam tovabb né és K = "T'I-nél éri el a maximumot. Ezekbdl
kovetkezik, hogy az Osszes ki, ...k; kombinaci6 és ezek altal leirt helyzetek elemi
jatékainak varhato értéke, nagy N = n - [-re, nem hatérozhat6 meg.

A kovetkezG részben egy olyan algoritmust mutatok be, ami nem hatarozza meg
az Osszes ki,...k; kombinaciot, viszont a globalis varhatd értéknek mégis egy jo

kozelitését adja. Ez az algoritmus mar gyakorlatban teljesithetd szamitasigénnyel
rendelkezik.

6.3.4. Idealis allapotér ,,zomét” bejard algoritmus

Az eljaras lényege, hogy ne hatarozzuk meg adott K-ra, az Osszes ki, ... k; kombi-
néciot, hanem csak annyit, amennyi lefedi az allapottér nagy (pl.: 95) %-at. Lévén,
hogy a hipergeometrikus eloszlas (poli-hipergeometrikus eloszlas 2 dimenzios esete)
kozelithetd bizonyos paraméterti normélis eloszlassal, igy sejthetjiik, hogy a nagy
valoszintiségek az allapotterének kis helyére koncentralédnak [1]. Cél megtalalni a
legnagyobb val6szintiségti kombinacidkat.

Definidljuk az ideéalis tavolsag fogalméat a kombinaciok terében, az alabbiak sze-
rint:

definici6 6.3 (Idealis tavolsag). TetszSleges k = (ki ko.. k) és 1= (I, lz...1)
kombinéciok idealis tavolsaga el6fordulasaik valészintiségének kiilonbsége, azaz

d9 (&, 1) = |p(ks, ... k) — p(ly, - . . )| (6.16)

Ez alapjan az idealis algoritmus az lenne, ha kiindulva a legnagyobb val6szinti-
ségli kombinacidobdl vennénk a hozza kozeli, majd egyre tavolabbi kombinéiciokat és
hataroznank meg azok el6fordulasi valoszintiségét és hozza tartozoé elemi jatékok var-
haté nyereményét addig, mig a megvizsgalt kombinaciok osszvalészintisége bizonyos
korlat (pl.:0.95) f6lé nem emelkedik.

Kérdés még, hogy honnan induljak, azaz hogy melyik kombinaci6 el6fordulasdnak
legnagyobb a val6szintisége.

tétel 6.4. Adott K-ra annak a ki,...k; kombindcid eléforduldsinak mazximdlis a
valdsziniisége, amelynél Vi-re igaz, hogy [%J < ki < [K]. Tehdt az egyenletes

I
kombindcio a mazimdlis valdsziniségd kombindcio.
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Bizonyitds. Bebizonyitom, hogy ha egy tetsz6leges kombinéciot ,torzitok”, azaz egy
olyan eleméhez, amely L%J—nél nagyobb 1-et hozzdadok, és egy olyan elemhez, amely
[£]-nél kisebb 1-et levonok, akkor a val6szintisége csokken:

p(klkzkjkl) >p(k1k'z+1/€]—1kl)

() G) Ge) - () 5 - )

() (@) () () 61D

k1 k;

’I’L—/{Z’ k‘j

1> ‘
ki-f-l n—kj-l-l

K
. . ks —| 51 . , . k;
a k; > [X7, miatt igaz, hogy Zﬂf{ < n%!] és hasonloan a k; < | £] miatt gt S
K
L ,’<J , ezekbdl pedig kovetkezik maga az allitas, hiszen:
=]+ & &

n—k k; - Es . E3 _
i+l n—ki+1 " [51+1 n—|£]+1
nor51 1K) (019

levén | K] +1=[%]
Ezzel bebizonyitottam, hogy az olyan kombinaciénak lesz maximélis a val6szi-
ntisége, amelyekre nincs olyan i,j, hogy k; > [£] és k; < [£]. O

Az ideélis algoritmus megval6sitasdhoz tudnunk kéne, hogy adott kombinéciéhoz
ki van legkozelebb, tehit az eddig nem vizsgalt kombinaciok koziil kinek maximaélis
a valoszintisége, hiszen ezt kéne kovetkezs lépésben megvizsgalni. Sajnos nem isme-
rek olyan eljarast, amely barmely més valészintiség kiértékelése nélkiil, megadna a
kovetkez6 kombinaciot.

Eppen ezért most egy olyan algoritmust mutatok be, ami habar nem idealis, a
valoszintiségek bejarasara igaz lesz egy tétel, ami bizonyiték az algoritmus létjogo-
sultsagara.

6.3.5. Megvalosithaté ,,zom”bejard algoritmus

Ennek az algoritmusnak a lényege ugyanaz, mint az idedlisnak. Induljunk ki a
maximalis val6szintiségli kombinéciobol, és probaljuk megkeresni a tobbi nagy va-
l6szintiségli kombinaciot. Mar tudjuk, hogy a maximalis valoszintiségti kombinécid
az egyenletes kombinaci6. Adott K-ra ha [ t+ K akkor tobb egyenletes kombinécio
is létezik (pl.:K=9 és n=4-ra a (2,3,2,2) és a (2,2,2,3) is egyenletes kombinécio).
Az algoritmus soran az egyenletes kombinéciot véletlenszertien vélasztjuk, de gy
hogy az eggyel kisebb K-hoz tartoz6 egyenletes kombinaci6tol csak egy értékben
térjen el (hiszen ekkor az 1 egyenletes kombinaci6 valosziniisége, a régibdl, egyetlen
szorzéssal és osztassal szamithato).
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Ahogy az idealisnal, tigy ennél az algoritmusnal is definidlok egy tavolsag fogal-
mat. A bejarasra igaz lesz, hogy egy kombinacié vizsgalata utan mindig a hozza
legkdzelebbi kombinacional folytatodik a bejaras.

Az algoritmusnak két szépsége van:

o Az egyes kombinéciok valészintiségei az el6z6 kombinéci6 valosziniiségének is-
meretében nagyon gyors (egy szorzas és egy osztas) miivelettel elgallithatok.

o A kovetkez6 kombinacié meghatarozasdhoz nincs sziikség méas valoszintiségek
kiértékelésére.

definici6 6.5. Tetszoleges k = (ki,ky... k) és | = (Iy,15...1;) kombinaciok tavol-
sagat igy értelmezziik:

-1
d(k,l) = §(|k1—ll\+|k2—l2|+...|kl—ll|)

1 l
=5 (Zlki - m)
=1

Az algoritmus lényege, hogy vizsgaljuk meg elGszor az egyenletes kombinaciot,
majd az egyenletes kombinaciotol 1 tavolsagra 1évket, majd a 2 tavolsagra 1évéket,
egészen addig, amig a megvizsgalt kombiniciok el6fordulasanak Gsszvalosziniisége
bizonyos korlat folé nem emelkedik. Habar erre az algoritmusra nem igaz, hogy
az i-edik 1épésben vizsgalt kombinécid el6fordulasdnak valészintisége nagyobb, mint
barmely kés6bb vizsgilt kombinacioé, viszont igaz lesz egy tétel, ami majd Gsszefiig-
gést ad e tavolsag és a valosziniiségek kozott. Ezt a tételt csak e rész végén mondom
ki, és bizonyitom be. Ezt azért teszem, mert az algoritmus részleteinek ismeretébgl
konnyebb a bizonyitast elgallitani.

(6.19)

Kombiniciék generalasa.

Ahogy az ideéalis esetnél, tgy itt is felmeriil az a kérdés, hogy miként generdlom a
kovetkez6 vizsgdland6 kombinéciot. Hogy ezt megértsiik, vezessiink be egy tjabb
fogalmat a kombinéci6 modositojanak fogalmét

definici6 6.6 (kombinacié moédositoja). TetszGleges k = (ky, ko . . . k;) kombiné-
ci6 modositdja az a kombinacié aminek elemeit a kdvetkez&képpen szarmaztatom:

M(k) = (kv —e1, ko — ea, ... ki — €;) (6.20)
ahol (e, eq, .. .¢€;) egy rogzitett egyenletes kombinéciot jeldl.

Tehat egy kombinaci6 modositojan a kombinécié és az egyenletes kombinacié
kiilénbségét értjiik. Lathato, hogy tetszéleges kombinéacié tavolsaga az egyenletes-
t6] megegyezik modositdja elemei abszolutértékei felének osszegével. Két modositod
tavolsdgén ezentil a hozzajuk tartoz6 kombinaciok tavolsagéit értem.

Az egyenletes kombinaci6 és a tetszéleges kombinacié modositoja egyértelmiien
definialja magat a kombinéciot. Eppen ezért az algoritmus soran nem a kombinacio-
kat, hanem azok modositoéit fogjuk elallitani. Egy lépésben az 6sszes T tavolsdgban
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1évé modositobol (a tovabbiakban alapmodositok ) allitjuk el a T+1 tavolsagra 1éve
modositokat (a tovabbiakban generalt modositok). Ezt az egységmodositok segitsé-
gével tesziik. Az egységmodositok az itt felsorolt modositok

(+1-1,0,0,... 0,0)
(-1,+41,0,0,... 0,0)
(+1,0,-1,0, ... 0,0)

(0,0,0,0,... +1,1)
0,0,0,0,...-1,+1)

tehat az 1,7 paraméteri egységmodositok azok a modositok amelyek i-edik pozicio-
jaban +1-es j-edikben pedig -1-es szerepel.

Az alapmodositokbol (jeloljiik (aq, as . .. a;)-el) agy allitjuk el a generalt modo-
sitokat, hogy minden alapmoédositohoz azokat az i,j paraméteri egységmodositokat
adjuk, hozza amelyekre igazak az alabbi feltételek:

1. ¢ (illetve 7) ne legyen nagyobb, mint az alapmo6dosito els§ pozitiv (illetve ne-
gativ) elemének pozicidja.

2. az-zOésajSO.
3. a; +e; > 0, ahol e;-vel az egyenletes kombinéci6 j-edik elemét jel6lom.

Hogy konnyebben megértsiik 3 példat mutatok (e=(3,3,4) egyenletes kombinaciot
feltételezve):

miivelet helyes-e | eredmény /indok
(2,1-3)+ (1,0,-1) |/ (3,1,4)
(2,1,-3)+(1,-1,0) | & mivel ay > 0.
(2,1,-3)+ (0,4+1,-1) | & mivel az els§ pozitiv szam
pozici6ja nagyobb, mint a +1 pozicidja.

Az els6 feltétellel biztosithatjuk, hogy ne allitsuk to6bbszor el§ ugyanazt a kombi-
néciodt, a masodikkal azt, hogy ne allitsunk el§ kisebb tavolsagii modositot, a harma-
dik feltétel célja pedig, hogy elkeriiljiik a negativ elemi kombinacié modositojanak
generalasat.

A kovetkezs két tétel tovabbi informéaciot ad az algoritmus josagarol. Az els6t
nem bizonyitom, de ezt a teljes indukci6 felhasznalésaval barki konnyedén megteheti.

tétel 6.7. Tetszdleges K esetén a fenti algoritmus a (0,0,...0) kombindcidbdl in-
dulva az osszes kombindcio modositojdat elddllitja, gy hogy egyetlen modositot sem
generdl tobbszor.

tétel 6.8. Ha a poli-hipergeometrikus eloszlds elemeire gy definidlom a tdvolsd-
got, hogy d(le, lN) = % (2221 |k; — li|), akkor igaz, hogy az egyenletes kombindcidtdl
T+1 tdvolsdgban lévd kombindciok halmazdt fel lehet osztani részhalmazokra gy,
hogy minden részhalmazhoz kilcsoniosen egqyértelmien megfeleltethetek eqy elemet a
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T tdvolsdagban lévd kombindciok halmazdbol, gy hogy eqyrészril ezek az elemek is
lefedjék a teljes halmazt, mdsrészrol a részhalmaz minden elemének valdszinisége
nem kisebb, mint a megfeleltetett elem valoszinisége.

Bizonyitds. Minden T tavolsdgban 1évé kombinéiciéhoz azokat a T-+1 tavolsdgban
1évé kombinaciokat fogom hozzarendelni, amelyek modositojat a fent vazolt algo-
ritmus segitségével e T tavolsdgban 1évé modositobdl allitottam els. Az el6zd tétel
értelmében, ha a T tavolsdgban 1évé elemek halmaza teljes, akkor a T+1 tavolsag-
ban 1év§ is az lesz (tétel elsé fele). Nézziik most azt a generalt modositot, amit egy
alapmoédositobol olyan egység-modosito segitségével allitottunk eld, amely i-edik po-
ziciojaban szerepel a +1-es j-edikben pedig a -1-es. A masodik feltétel kimondja,
hogy ekkor a modosité i-edik poziciojaban nemnegativ, j-edik pozicioban pedig nem-
pozitiv szamnak kell allnia. Tehat a kombinaci6 i-edik poziciojaban az érték nagyobb
vagy egyenlG az egyenletes kombinécié ezen pozici6jaban allo értéknél, a j-edikben
pedig kisebb vagy egyenl&.
[£], tovabba4 a j-edikre pedig, hogy k; < | %], akkor ezen értékekhez +1 illetve -1-et
hozzaadva az elGallitott kombinaci6 valészintiségiik kisebb lesz. Tehat ezen esetekre
az allitast belattuk.

Egy eset marad csak, amikor is k; = | %] és k; = [X]. Ekkor azonban k; +
1= (5] =kjés kj—1=|%] =k tehat a modositds sordn a valoszinfiség nem
valtozik. O

Hogy szemléltessiik a tételt vegyiik a 2 dimenzids esetet. Feleltessiink meg min-
den kombinéciénak egy pontot a koordinatarendszerben, és 2 pont tavolsiga, valdszi-
niiségeik kiilonbségével legyen aranyos. Ekkor az altalam definialt tavolsag szerinti
egyre tavolabb 1évé kombinacidk, mint korgytirtik veszik koriil a kisebb tavolsdgban
1év6 kombinéaciokat. Ezen gytrik alakja azonban nem szabélyos kor (mint ahogy az
lenne idealis esetben), hanem amd&ba alakiak. Az algoritmusunk soran tehat elindu-

Y

6.1. abra. A tavolsagok amdbaszert savjai

lunk a kézéppontbdl, és mindig egy amGbaszert gytirtit vizsgalunk meg. Habér ezen
gytrtiknek lehetnek nagy kinyulasai (tehat olyan kombinaciok aminek a tobbiekhez
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képest sokkal kisebb a valésziniisége) azonban az eggyel tavolabbi gytirti még ezt is
koriilveszi.

A kombinaciok generalasa altal igazolhato, a rész elején kijelentett allitas, misze-
rint az egyes kombinaci6 el6forduldsanak valoszintiségéhez nem kell egyetlen (}) ti-
pusi kifejezést sem meghatarozni. Az, 1,7 paramétert egység-modosito altal generalt

, . sz *s , s 2 sz s 2 st s s n—kl k] _
1j kombinéci6 valoszintisége, az alapkombinaci6é val6szintiségének o R vel

valé szorzasaval szamithato.

A fenti algoritmus gyors, viszont nagy a memoriaigénye. Ennek oka az, hogy a
T+1 tavolsagban talalhaté kombinaciok modositdéinak meghatarozasahoz ismerniink
kell a T tévolsagban lévket, tehit azokat tarolnunk kell. Mivel mar kézepes K-
ra is olyan tavolsagban kell vizsgélnunk a kombinaciokat, hogy ahhoz nagyon sok
modosito tartozik, ezért felmeriil az igény az algoritmus olyan véltoztatasara ami
utan nem kell ennyi modositét tarolni. A kovetkezd részben egy ilyen megoldast
mutatok be.

6.3.6. Mobdositott memoriabarat algoritmus

Ha a fenti algoritmusnak a megvizsgalt kombinaciok Osszvalosziniiségére 95%-ot
irunk eld, akkor a modositok altal lefoglalt teriilet mar K=14-ra 40 Mbyte koriil
lesz. A kovetkezGkben egy olyan modositdst mutatok be, aminek kovetkeztében
a memoriaigény tobb nagysagrenddel kisebb lesz, a fenti esetre példaul 308 byte,
ezenfeliil a sebesség is tovabb nd.

Az elgondolas lényege, hogy ne taroljuk az olyan moédositokat tébbszor, ame-
lyeknek az elemei egymas permutécioi. Ha csak az 1 tavolsagban 1évé modositokat
nézziik, akkor abbdl [(I — 1) darab olyan van, amire igaz, hogy 1 darab +1-es és egy
darab -1-es szerepel. Taroljunk csak 1 ilyen modositot és vegyiik ennek az Gsszes

Ezt az egy kiemelt modositét a tovibbiakban bazismodositénak nevezem és
(b1, by ... by)-€l jelolom. Minden béazismodositora legyen igaz, hogy by < by < ... <
b;, tehat elemei nemcsokkenGen kovessék egymast. Példaul az 1 tavolsagban 1évé
béazismodositok a

(=1,0...0,1)
a 2 tavolsagban lévk pedig

(=2,0...0,2
(=2,0...1,1
(-1,-1...0,2)
(-1,-1...1,1

Feladat ezutan a bazismodositok elGallitasa, tovabba egy hatékony permutélé algo-
ritmus megvalositasa.

)

Bazismodositok eldallitasa

Az elz6 fejezetben bemutatott mdédositogenerald algoritmus bazismoésositoknal nem
miikédik, mivel:
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e Nem generalja az 0sszes bazismodositot.
e Olyan moédositét is elgallit, ami nem bazismodosito.

Ezek igazolasahoz gondoljunk arra, hogy a 2. poziciéban sosem lehet negativ szdm az
elsG feltétel miatt, és a (—2,0...1,0,1) kombinéciét az algoritmus el6 fogja allitani
annak ellenére, hogy ez nem bazismodositod

A bazismodositokat generald 1j algoritmus az aldbbi:

Vegyiik a T tavolsagu bazismodositokat (alapbazis) és csak olyan 4, j paramétert
egységmodositohoz adjuk hozza, amire igaz, hogy:

® b # b1 és b #bj

ObZZOéSbJSO

o —b; <1+K+1]

e Ellendrizziik, hogy a generalt bazist allitottuk-e elg korabban.

Az elsé feltétel biztositja, hogy csak bazisokat allitsunk el6. A mésodik feltételt mér
ismerjiik, ez szavatolja, hogy a generalt bazismddosité tavolsaga nagyobb legyen az
alapmodositok tavolsaganal. A harmadik feltétellel az olyan modositokat zarjuk ki,
amely tartalmazna olyan elemet, amit az egyenletes kombinacié barmely eleméhez
hozzéadva negativ szamot kapnank (gondoljunk példaul arra ha K < [, akkor az
egyenletes kombinaci6 csak 0 és 1-esekbdl 4ll, tehat nem szabad -2 elemet tartalmazoé
modositot elgallitani).

A negyedik feltétel azt sugallja, hogy, ellentétben az el6zével, erre az algorit-
musra mar nem igaz, hogy nem allitja el tobbszor ugyanazt a kombinéciét. Ha az
el6z6 algoritmusban ez nem teljesiilt volna, akkor a dupla kombinécidk kisziirésére
készitett modositas komolyan lassitotta volna az algoritmust. Latni fogjuk, hogy itt
a bazismodositok kis szdma miatt ez az ellen6rzés még kis mértékben sem lassitja
az algoritmust implementalé programot.

Teljes indukciéval ismét kénnyen belathato, hogy az algoritmus teljes, azaz min-
den bazismodositot elgallit.

A fenti tabldzatban a bazismodositok elGallitasat illusztralom. Azok a bazismo-
disitok, amelyek mellett a & jel lathato, elGallitasukkor megszegték a 4. szabilyt,
azaz mar egyszer generaltuk 6t valamely mas bazismddositobol.

6.1. tablazat. Példa bazismédositok generdlasara

T=0 (0,0,0,0,0,0)

T—1 (- 10,000,1)

T=2 (-1,-1,0,0,1,1) | (=1,—1,0,0,0,2) (=2,0,0,0,1,1) (=2,0,0,0,0,2)

T=3 (-1,-1,—1,1,1,1) | (=1,—1,-1,0,1,2)8 | (=2,-1,0, 1,1, (—2,-1,0,0,1,2)6
(-1,-1,-1,0,1,2) | (=1, -1,-1,0,0,3) | (=2,—1,0,0,1, (—2,-1,0,0,0,3)0
(-2,-1,0,1,1,1) | (=2,-1,0,0,1,2)6 | (-3,0,0,1,1,1) (—3,0,0,0,1,2)0
(-2,-1,0,0,1,2) | (=2,-1,0,0,0,3) (—3,0,0,0,1,2) (—3,0,0,0,0,3)

47




Bazismoédositok permutalasa

Egy kombinaci6 permutécidinak elgallitasahoz egy, mar ismert permutald algorit-
mus modositott valtozatat fogom felhasznalni. Az algoritmus neve: lexikografikus
bejéaras|6]?.

A lexikografikus bejaras lényege, hogy egy halmaz elemeit akarom bejarni, agy
hogy semelyik elemet ne érintsem kétszer. A halmazra igaz, hogy egy elemet t&bb-
szOr is tartalmaz, tovabba a halmaz elemeire lehet definialni egy tranzitiv kisebb
relaciot.

A kisebb relaciobol szarmaztathatunk egy 1j fogalmat, egy elem rakovetkezd
elemének fogalméat. Akkor mondjuk, hogy b elem a-nak rakovetkezs eleme, ha a < b,
de Pc hogy a < ¢ és ¢ < b egy id6ben teljesiiljenek

Az Osszes permutacié megkeresésénél a feladat tehat a kisebb relacié definié-
lasa, tovabba egy elem rakovetkezd elemének meghatarozasa. Azt mondjuk, hogy
p = (p1, P2, - ..m) elem akkor kisebb ¢ = (q1, g2, - . . ¢;) ha Fi hogy p; < ¢;, és minden
1 < j <i-rep; =¢q;. Példaul (—3,-2,0,5) < (—3,-2,5,0) vagy (—1,1,-1,1) <
(1,—1,-1,1) Ez alapjan egy permutaciohalmazban az lesz a legkisebb elem, ame-
lyikre p; < py < ... < p;, alegnagyobb pedig amelyikre p; > ps > ... > p;.

Ahhoz, hogy be tudjuk jarni a permutécidhalmazt, meg kellene hatarozni egy
permutacio rakovetkezé permutéciojat (nyilvan a legnagyobbnak nincs rakovetkezd
eleme). A kovetkez§ abra illusztralja az utdna leirt algoritmust.

rakovetkezd elem

p(6)=6 p(8)=T7 p(6)=7 p(11-(8-6))=6

6.2. dbra. Példa a rakovetkezd elem meghatérozéasara

Nézziink egy tetszbleges pi,...p; kombinaciét. Induljunk el az utolsd elemétsl
egészen addig amig igaz, hogy az elem nem nagyobb az elGtte 4ll6 elemnél. Ha a
vizsgalt permuticié nem a legnagyobb permutéacid, akkor lesz olyan p; amire mar
igaz, hogy p; < piy1- Keressiik meg ekkor a {p;i1,...p} elemek koziil azt a leg-
kisebbet (p;-t), ami nagyobb p;-nél. Cseréljik meg p;-t p;-vel, majd rendezziik a
{pis1, - - -pi} halmazt nagysag szerint névekvs sorrendbe. Mivel konnyi utanagon-
dolni, hogy a {p;i1,-..p} halmaz nagysag szerint csokkenGen volt rendezve, ezért
az atrendezéshez csak [%J csere sziikséges. Az igy kapott permutaci6é az eredeti
rakovetkezs eleme. A kovetkezs oldalon az algoritmus blokkdiagramja lathato.

Amennyiben a legkisebb permutacioboél indulunk el, akkor az Gsszes kiilonb6z6
permutaciét érinteni fogjuk.

Hogy konnyebben megértsiik a (4,6,7,4,4,6,9,7,4,4,3) kombinaciénak fogom
meghatéarozni a rakovetkez6 elemét. Mivel hatulrol indulva a 6. pozicioban (elolrél

2Az irodalomjegyzékben talalhat6 kényvben az algoritmus NEXPER néven talalhat6 meg.
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i=i-1 nem
novekvo rendezés:
p(i+1)...p()
igen
x|
- . nem I en . .
=1 csere: p(i), p()

6.3. abra. A lexikografikus bejaras blokkdiagramja

is a 6) allo elemre (p(i=6)=6) lesz eldszor igaz, hogy kisebb az uténa allé elemnél
(9) ezért azt a legkisebb elemet kell megkeresni, ami nagyobb ennél az értéknél. Ez
az 8. pozicioban allo 7-re lesz igaz (p(j=8)=7). Ezt a két elemet meg kell cserélni
és, a 7. elemtdl az Osszeset nagysag szerint névekvd sorrendbe kell allitani. Tehat a
rakovetkezd elem a (4,6,7,4,4,7,3,4,4,6,9) kombinaci6 lesz.

A fent bemutatott ismert bejaré algoritmust a mi esetiinkben modositani kell,
hiszen tudjuk, hogy nem szabad olyan permutéaciot elgallitanunk, aminek van olyan
eleme, amit az egyenletes kombinaci6 ugyanezen poziciéban 1évé elemével Ossze-
adva negativ szimot kapunk (hisz ekkor a generéalt modositohoz tartozé kombinacio
tartalmazna negativ elemet). Példaul ha az egyenletes kombinaci6 (2,1,2,2) és a
bazismodosité (—2,—1,0,3), akkor ennek nem Aallithatjuk el azon permutécioéit,
amelyekben a -2-es elem a mésodik helyen all.

Mivel a végsé cél a kombinicidhoz tartozd valdszintiség, tovabba a kombinécié
altal leirt helyzethez tartozo elemi jaték varhaté nyereményének meghatarozasa,
kénnyelmiien azt mondhatnank, hogy ha a kombinécié szabalyt sért, akkor e két
értéket ne szamitsuk ki. E modszer igen rossz hatékonysagi. Gondoljunk arra
az esetre, amikor az egyenletes kombinacidonak csak az els§ pozicijaban 4ll kisebb
elem a tobbinél (pl.:(4,5,5,5,5,5)). Ha ehhez a bazismodositonk olyan lenne, hogy az
els6 pozicidjaban 4allo szabalyt szeg (pl.:(-5,-2,0,1,3,4)) akkor az Gsszes permutacio
megszegné a szabdlyt, amig ezen els6 pozicioban all6 elemet &t nem helyeznénk a
maéasodik pozicibba. Amennyiben a 2.3. ... l-edik elemek mind kiilénb6z6ek, akkor
ez (I —1)! felesleges permutécio elgallitasat jelentené. Ez az érték mar kozepes 1-nél
(kartyajatékokban 1=13) is tal nagy szdm (= 5 - 10%)

Lathato, hogy a lexikografikus bejarasnal 4j permutéaciéot mindig akkor allitunk
els, amikor talalunk olyan elemet (i), ami kisebb az utana kovetkezénél. Ekkor az
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1j permutici6 az elemek cserélgetéseivel 4ll el6. Ha az aktualis permutacié nem
szegett szabalyt, akkor ez tovabbra is igaz lesz a p;...p;_1 elemekre, hiszen ezek
értéke nem valtoznak. Probléma csak a p; < p;y1 < ... < p;_1 elemekkel lehet. Ha
a generalt permutacio megszegi a szabélyt, akkor egy olyan permutaciot kellene ta-
lalni, ami a legkisebb azok koziil, amelyek nem szegik meg a szabalyt, de nagyobbak
a most generalt szabalyszegd permutacional. Ilyen elemet a kovetkezd moddon lehet
elgallitani: Nézziik meg, hogy p; megszegi-e a szabalyt. Ha nem, akkor vizsgéljuk
a kovetkez6 (i + 1-edik) elemet, ha igen akkor keressiik meg az a legkisebb, i-nél
nagyobb indext elemet amelyet ha az i-edik pozicioba mozgatnank, akkor az nem
szegné meg a szabalyt. Ha van ilyen elem, akkor tegyiik ezt, és vizsgaljuk az i + 1-
edik elemet. Ha nincs ilyen elem, akkor tegyiik p;...p; elemeket nagysag szerint
csOkkend sorrendbe, és generdljuk a kovetkezd permutaciot. Ezt azért kell megten-
nilink, mert ha p;...p, semmilyen keverésével nem tudunk szabalyos permutaciot
elgallitani, akkor 1j permutacio elgallitasaval ezen elemek kozé legalabb egy 1j elem
keriil, ami segitségével méar lehet, hogy orvosolni tudjuk a probléméat. A kovetkezd
abran lathat6 az algoritmus blokkdiagramja.

m=m+1
ndvekvo rendezés: j
p(i+1)...p()
igen
!
— nem igen — cs_t')kkenc"J rendez€
=1 csere: p(i), p(j) p(i+1) ... p())
csere: p(k),p(m)

6.4. abra. A moédositott lexikografikus bejaras blokkdiagramja

A kovetkez6kben szabélyszegés kikiiszobolésére két példat mutatok. Az elsGben
egyszerd atrendezéssel feloldhato a szabélyszegés, mig a masodikban j kombinaciot
kell generalni. Az egyenletes kombinéciéo minkét esetben a (2,2,2,1,2) kombinécio
lesz.

Az (1,-1,-1,3, —2) rakovetkezs eleme a (1,—1,3,—2,—1) lenne, ahol a -2 sza-
balyt sért, de van olyan elem, amivel megcserélve ez megoldhato. A helyes rakovet-
kez& permutacio tehat a (1,—1,3, —1,—2) lesz. A méasodik példaban az alappermu-
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tacio a (2, —1,—2,3, —2), aminek rakovetkezs eleme a (2, —1, —3, -2, —2) lenne, de
ez szabdlyt sért a 4. pozicibban. Mivel az 5. poziciéban ugyanilyen elem all, igy
1j permutaciot kell generalnunk, ami a (2, —3,—2,—2,—1) lenne, ami habar még
mindig szabalyt sért, ezt méar orvosolni lehet egy cserével. A helyes rakiovetkezd
elem tehat a (2, —-3,—-2,—1,—2) lesz

Az egyes bazismodositok helyes permutacioinak elgallitasan feliil, meg kell haté-
rozni még a permuticidk el6fordulasainak valoszintiségét.

Az (kil) = (Z) . 2—;’1“ és az (k’jl) = (2) . n+k:+1 felhasznalasaval konnyti bebizo-
nyitani, hogy

n— k'z kj

. k‘i-i‘l 'n—kj—}-l'

Ennél altalanosabban az is igaz, hogy amennyiben 2221 k; = 0 akkor:

pler + ki,ea+ka...ep+ ki) =pler,ea...e)-mler, ki) - m(er, ki) ...m(e;, kp)

(6.22)
ahol
n—e; n—(e;+1) n—(e;+k;—1)
etl et2 T etk ha k; >0
miei, ki) = { iy &L hak <0
(6.23)

ki—1 n—(e;+1i
> ito (ei—(l—i)—l—zl) ha k; >0

_ ki+1 e;+1
=9 Sy At (eijﬂ.) — hak; <0

Ha tehéat az egyenletes kombinaci6 és annak valdszintisége ismert, akkor tetszo-
leges modositohoz tartozé kombinécié eléfordulédsanak valészintiségét a fenti képlet
alapjan meg lehet hatarozni. Minden helyes kombinéci6 el6allitdsa utan a valészini-
ség explicit kifejezése helyett egy triikkdsebb modszert mutatok, amivel a szorzasok
és osztésok szamét nagymeértékben csokkenteni lehet.

A triikk lényege, hogy egy 1j kombinaci6 elgallitasakor a ki, ko, ... k;—; értékek
nem valtoznak, tehét felesleges az ezekhez tartozé modositotorteket (m;) djra ki-
szamolni. Vegyiink fel ezért egy [ + 1 elemi témbot. 0. eleme tartalmazza az
egyenletes kombinéci6 valoszintiségét, i-edik eleme pedig az 7 — 1-edik elem és a k;-
hez tartoz6 modositotort szorzatat. Ekkor tetszéleges kombinécié elfordulasanak
valdszintiségét az utolsé elem fogja tartalmazni. A permutacié soran egy 1j elem
elgallitasanal a régi elemhez tartoz6 tombbdl allitsuk el6 az Gj elem tombjét. Ehhez
csak a 7,7+ 1,...[-edik elemet kell Gjjra meghatarozni, hiszen csak ezek valtoztak.

A szamitast még tovabb lehet gyorsitani, ha az egyes m(e;, k;) elemeket is tarol-
juk. Ezek szama maximum 2 -/, ami nem igényel nagy memoriat.

Ezzel a memoriabarat algoritmus minden részletét bemutattam. Az algoritmus
félelmetes sebességérdl és szinte nulla memoriaigényérsl az alabbi szimulacios ered-
mények taniskodnak. A szimuldcié sordn [ = 13 (hiszen altalaban 13 kiilonb6z6
kartya van egy csomagban) n = 16 (ez négy csomagnak felel meg), és az elGirt Ossz-
valoszintiség, tehat a vizsgalt kombinéciok valoszintisége 95% illetve 90%.
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K || #bazis
1 1
2 2
3 3
4 5
5 7
6 7
7 11
8 11
9 11
10 11
11 11
12 11
13 11
14 29
15 44
16 29
17 103
18 103
19 103
20 124

Felhivnam a figyelmet arra, hogy a mintegy 222 millié p(k1, ks .. . k) =

allapottér
13

91

455

1,820
6,188
18,564
50,388
125,970
293,930
646,646
1,352,078
2,704,156
5,200,300
9,657,700
17,383,860
30,421,755
51,895,922
86,493,056
141,119,342
225,786,853

#k,95%-nal
13

83

410

1,619
5,557
15,684
43,514
100,400
217,114
439,294
843,686
1,471,946
2,405,626
4,539,891
7,728,670
13,815,785
22,048,758
33,597,169
51,200,572
81,499,098

arany
100%
91.2%
90.1%
88.9%
89.8%
84.4%
86.3%
79.7%
73.8%
67.7%
62.3%
54.4%
46.2%
47.0%
44.4%
45.4%
42.4%
38.8%
36.2%
36.0%

#k,90%-nal
12

77

371

1,495
5,001
14,412
36,425
92,610
191,867
380,679
696,584
1,186,921
1,843,104
3,287,546
6,104,855
9,889,785
15,461,451
26,236,651
38,205,023
52,372,547

arany
92.3%
84.6%
81.5%
82.1%
80.8%
77.6%
72.2%
73.5%
65.2%
58.8%
51.5%
43.8%
35.4%
34.0%
35.1%
32.5%
29.7%
30.3%
27.0%
23.1%

N

n
ki

() ()~

)

K
tipusu kifejezést az algoritmussal még egy atlagos gép is két és fél perc alatt sza-
molta ki. Ahogy azt mar emlitettem az alapalgoritmusnak K=13-14-nél méar olyan
memoriaigénye volt, hogy azt atlagos gépen futatni nem lehetett. A tablazat is mu-
tatja, hogy a fejlesztett algoritmus K=20-nal is csak 124 darab bazismédositonak
foglal helyet, ami 124 - 2 - 14 < 3.5 kbyte. Tehat K novelésével csak a futasi id6 nd,
a memoriaigény alig.

6.3.7. A nyeremény globalis varhatéértéke a Black Jack ese-
tében
A 6.1 tétel kimondja, az optimélis globalis stratégia nagyon egyszert: tegyiink kis

tétet, ha az aktualis kombinécié altal leirt leosztas varhaté nyereménye negativ, és
nagy tétet, ha pozitiv. A miniméalis és a maximélis tét kaszinérol kaszinéra valtozik,

igy a:

n n n
globalis __ opt opt
Eositiv = E : E : E : Ekl,kg,...klg ha Ek:l,kz,...k13 >0
k1=1ko=1 ki1s=1
n n n
globalis __ opt opt
Enegativ - e Ekl,k2,...k13 ha Ekl,kz,...klg < 0
k1=1ko=1 ki1s=1

értékeket probalom kozeliteni. Ezekbdl adott tétszabéalyok mellett a teljes varhato

, lobalis __ + 2+ max r~globalis , min prglobalis 2 1:
nyeremény az E® = et B itry T+ b6t Bty azonnal adodik.
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Ebben a fejezetben két modszert ismertettem, az egyes varhatod étékek kozelité-
sére, ezért ezek eredményeit hasonlitom Ossze. A szimulacios varhatoérték képzésnél
1 milli6 SHUE (a SHUE 6 csomag 80%-anak megfelel§ kartya, azaz koriilbeliil 35-40
kiosztas (elemi jaték)). Ezek alapjan:

BBV — 0.004735

pozitiv

Eglobalis - 0og557

negativ

A poli-hipergeometrikus eloszlasnal K=1,2 ... 40-re hatdroztam meg kombina-
ciokat, és az azokhoz tartozo valoszintiségeket és varhaté nyereményeket. Ezzel a
kozelitéssel az alabbi eredményeket kaptam:

EBO0HS — 0.004468

pozitiv

Egbdlis 6 006973

negativ

Lathato, hogy az eltérés kicsi (7% alatt van). Nyilvan minél t6bb leosztast
szimulalok, illetve minél tobb kombinaciot vizsgalok annal pontosabb eredményt
kapok.

A Black Jack jatékkal az eredmények szerint hossziutavon is lehet nyerni. Ehhez
az kell, hogy valtoztatni tudjam a tétemet és kedvezd helyzetekben a tétem legalabb
1.38-szeresét tudjam betenni. Mivel a legtobb kaszinéban a minimum tét $1 és
$5 kozott van a maximélis pedig $100 és $200 kozott, ezért ez nem jelent igazi
megszoritast. Az ng;’z‘;’ﬁljs és Eﬁg‘;‘;iff értékek megadéasaval a Black Jack jatékban
az elméleti maximélis nyereményt kaptuk meg. A bevezetGben emlitett 68 konyv
barmelyikében, a pusztan szamitégépes szimuldciokon alapuld stratégidk varhatod
nyereménye messze elmarad ettdl az optimalis értéktdl.

Az optimalis stratégia és az varhato nyereményének meghatarozasa rengeteg sza-
mitassal jar igy szamitogépet igényel. A kaszindkba azonban barmilyen elektronikus
eszkOzt bevinni tilos, igy az optimélis nyerés csak elméleti nyerés. Gyakorlatban al-
kalmazhato modszert, az E,?ffk%km = f(ki,ko... k1) fliggvény egydimenzios vetii-
leteinek kiilonb6z6 tartomanyba esé meredekségének meghatarozasabol nyerhetiink.
Diplomadolgozatomban errél b6vebben nem irok, hiszen ez a teriilet mar nagyon ta-
vol esik az altalanosan alkalmazhato stratégiakeresés/elemzés teriiletétsl. Latni kell
azonban, hogy ezzel a modszerrel sokkal hatékonyabb eredményre juthatok, mint a
hasraiitésszertien kitalalt, és azutan szimulaciés eredményekkel igazolt stratégidkkal.
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7. fejezet

Osszefoglalas

Diplomadolgozatomban stratégiakeres6 modszereket és alkalmazési példakat mutat-
tam be. Lathato volt, hogy az egyes modszerek kiilonb6z6 el6nyokkel és hatranyok-
kal rendelkeztek. Eppen ezért nem rangsorolhatjuk ket és nem emelhetiink ki egyet
sem mint a minden probléma megold6jat.

A legjobb megoldés, az egyes modszerek egyiittes, hibrid alkalmazéasa. Hogy
lassuk mennyire igaz ez, nézziik a Black Jack példajat, ahol az elemi optimélis
stratégia varhatd nyereményének meghatarozasihoz egy neuralis halézat épitése az
idealis, amit a gyorsitott matematikai eszkozokkel generalt tanitopontokkal tanit-
hatunk be. A kovetkez6 szinten pedig szimuléciés vagy a poli-hipergeometrikus
eseménytér-bejaro algoritmus segitségével hatarozhatnank meg az optimalis globalis
stratégia josdgat (varhaté nyereményét). Ennél a jatéknal tehat mindharom alap
(szimulacio, Mesterséges Intelligencia, valoszintiségszamités) stratégiakeress-elemzé
modszert egyiittesen kell hasznalni.

A stratégiakeress-elemz6 modszerek nem kizarolag valoszintiségi jatékokra alkal-
mazhatoak, hanem bé&rmilyen olyan elemi folyamatra, vagy iranyitasi problémara
ami megfelel a modelliinknek. A modellre igaz volt, hogy egy véges allapotteret
kellett feltérképezni, ahol az allapotatmenetek sztochasztikusak. A diplomadolgo-
zatomban ezt tovabb altaldnositottam gy, hogy azt egyes allapotatmeneteket leird
valoszintiségi valtozok is valtoznak, valamilyen ismert halmaz elemeinek fiiggvényé-
ben. Igy jutottam el a poli-hipergeometrikus eloszlashoz, és ahhoz az igényhez, hogy
ennek az eloszlasnak az eseményterét gyakorlatban is megvalosithaté algoritmussal
bejarjam.

Az Aaltalam felsorolt modszerek listdja nem teljes, tovibbad a mar bemutatot-
tak is tovabbi kutatési lehet&ségeket rejtenek magukban. Ez leginkdbb a poli-
hipergeometrikus tér bejarasara szolgal6 algoritmusra igaz. Itt egy olyan moédszert
dolgoztam ki, amely helyességérsl nem csak szimulacios eredmények, hanem mate-
matikai tételek is taniskodnak. Az is kideriilt, hogy az algoritmus tovabbfejlesztésére
és javitasara vannak még lehet&ségek, igy tovabbi kutatasok valdsziniileg meg jobb
eredményekre vezetnének.

Ugy gondolom, eredményeim igazoljak, hogy a hasonld, véges allapottert (szto-
chasztikus) jatékra vezethets folyamatok tanulményozasara, elemzésére érdemben
hasznalhatéak az itt bemutatott modszerek és eljarasok. Az alapvetd Gsszetevik,
a matematikai modell felallitdsa, majd ehhez kapcsolodo stratégiakeresés/értékelés
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a mesterséges intelligencia eszkozeivel (reinforcement learning, neural networks), il-
letve a valoszintiségszamitasi modszerek pontos, valamint kozelité alkalmazaséval,
més hasonlo6 helyzetekben is eredményesnek bizonyulhatnak. Emellett fontos szerep
jut a gyors algoritmusoknak is, amelyek segitségével a felmeriils bejarasi/generalasi
problémék hatékonyan megoldhatoak.

Vizsgalataim fontos tanulsaga, hogy a nagyobb, gyakorlatias méretii feladatoknéal
tobb teriilet mddszereinek az 6tvozésével kaphatunk hasznalhaté megoldéasokat.
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8. fejezet

Fuggelék

A kovetkezGkben a poli-hipergeometrikus allapotteret bejaré gyorsitott, memoria-
barat algoritmus kodja olvashato. A elsé segédeljaras generdlja a bazismodositok
permutécidit, a masodik az egyes bazismodositokat. A harmadik eljaras a f6eljaras,
ami egyrészrél elGallitja az egyes K-khoz tartozd egyenletes kombinéaciokat, azok
valoszintiségeit, tovibba meghivja a segédeljarasokat.

8.1. tablazat. A permutal fiiggvény paraméterei

pkszama Adott K-hoz tartozé megvizsgalt kombinaciok darabszama
pegyenletes Az egyenletes kombinéaci6 valoszintisége

pszumma A vizsgélt kombinéciok valoszintiségeik Gsszege

kegyenletes Az egyenletes kombinécié elemei

kmodosito A bazismodosito elemei

lapeloszlas A talonban talalhat6 lapok kombinacidja

eredmenytabla | Ebben tarolom E.0" illetve Eﬁi‘é‘;‘;}f értékeit

kisn A kezdé6talonban talalhaté egyes lapok szama (n)

osszval Vizsgélt kombinécidk valoszintiségeik 6sszegének minimuma
splitmelyseg Az elemi varhato érték szamitasdnak pontossaga

void permutal (unsigned long& pkszama,double pegyenletes,double& pszumma,
short int kegyenletes[14],short int kmodosito[14],
unsigned int lapeloszlas[11],double eredmenytablal[2],
short int kisn,double osszval,short int splitmelyseg)

short int i,j,k,1,0k=1,ujkmodosito[14],tempmod[14],eltolbazis=-kmodosito[1],
ki,kisegyen,temp;
double puj[14],temperedmeny,*mtorttomb[2];

kisegyen=kegyenletes[1];
for (i=2;i<14;i++) if (kisegyen>kegyenletes[i])
{

kisegyen=kegyenletes[i];
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break;

}
for (i=0;i<2;i++)
{
mtorttomb[i]l=(double *) calloc(kmodosito[13]+eltolbazis+1,sizeof (double));
for (j=1;j<14;j++)
{
mtorttomb[i] [kmodosito[j]l+eltolbazis]=1.0;
if (kmodosito[jl1>0) for (ki=i+kisegyen;ki<itkisegyent+kmodosito[j];ki++)
mtorttomb[i] [kmodosito[j]l+eltolbazis]*=(kisn-ki)/(ki+1.0);
else for (ki=i+kisegyen;ki>it+kisegyen+kmodosito[j];ki--)
mtorttomb[i] [kmodosito[j]l+eltolbazis]*=ki/(kisn-ki+1.0);
}
}
for (i=1;i<14;i++) ujkmodosito[i]=kmodosito[i];
i=1;
k=2;
while (ujkmodosito[i]<0)
{
if (ujkmodosito[i]+kegyenletes[i]<0)
{
j=i+1;
while (j<14) if (kegyenletes[il+ujkmodosito[j]>-1) break;
else j++;
temp=ujkmodosito[j];
for (1=i;1<j;1++) ujkmodosito[l+1]=ujkmodosito[1];
ujkmodosito[i]=temp;
}
i++;
}
puj [0]=pegyenletes;
do
{
if (ok)
{

for (1=k-1;1<14;1++)
{

puj[1]1=puj[1-1]

*mtorttomb [kegyenletes[1]-kisegyen] [ujkmodosito[1]+eltolbazis]

}
pszumma+=puj[13];
pkszama++;
for (j=1;j<14;j++) lapeloszlas[vesszo[j]l]+=kmodositol[j];
varhatonyeres (lapeloszlas,temperedmeny,splitmelyseg) ;
if (temperedmeny>0) eredmenytabla[0]+=puj[13]*temperedmeny;
else eredmenytabla[1]+=puj[13]*temperedmeny;
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if

for (j=1;j<14;j++) lapeloszlas[vesszo[j]l]-=kmodosito[j];
k=12;

(ujkmodosito[k]<ujkmodosito[k+1])

for (j=13;j>k;j--) if (ujkmodosito[j]l>ujkmodosito[k]) break;
temp=ujkmodosito[k];
ujkmodosito[k]=ujkmodosito[j];
ujkmodosito[j]l=temp;
k++;
for (1=k;1<14;1++) tempmod[l]=ujkmodosito[1];
for (1=k;1<(14+k)/2;1++)
{
temp=ujkmodosito[1];
ujkmodosito[1]=ujkmodosito[13+k-1];
ujkmodosito[13+k-1]=temp;
}
i=k;
ok=1;
while (i<14 && ujkmodosito[i]<0 && ok)
{
if (ujkmodosito[i]+kegyenletes[i]<0)
{

jEi+l;

while (j<14) if (kegyenletes[i]+ujkmodosito[j]l>-1) break;

else j++;

if (j==14)

{
ok=0;
for (1=k;1<14;1++) ujkmodosito[l]l=tempmod[1];
k-——;

}

else

{
temp=ujkmodosito[j];
for (1=i;1<j;1++) ujkmodosito[1l+1]=ujkmodosito[1l];
ujkmodosito[i]=temp;
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b
}

while (k>0 && pszumma<osszval);
for (i=0;i<2;i++) free(mtorttomb[i]);

8.2. tablazat. A segedtotal fiiggvény paraméterei

kmodosito | A bazismddositok tombje
hanyp A bazismodositok szama
nagyk A kezdétalonbol kiosztott lapok szama (K)

void segedtotal (unsigned long& pkszama,double pegyenletes,double& pszumma,
short int kegyenletes[14],short int (*¥kmodosito) [14],
unsigned long& hanyp,unsigned int lapeloszlas[11], double eredmenytablal:
short int kisn,short int nagyk,double osszval,short int splitmelyseg)

unsigned long k;

for (k=0;k<hanyp;k++) if (pszumma<osszval)
permutal (pkszama,pegyenletes,pszumma,kegyenletes,kmodosito[k],lapeloszlas,
eredmenytabla,kisn,osszval,splitmelyseg) ;
if (pszumma<osszval)
{
short int i,j,m, (*ujkmodosito) [14];
unsigned long 1,ujhanyp=0,korlat=2*hanyp;
ujkmodosito=(short int (*)[14]) calloc(korlat,14*sizeof (short int));
for (k=0;k<hanyp;k++)
{
i=1;
while (kmodositol[k][i]<0) i++;
if (kmodosito[k][i]>0) i--;
do

{
if ((i==1 || kmodositol[k][i]>kmodosito[k][i-1]) &&

-kmodosito [k] [i]<(nagyk-i+13)/13)

kmodosito[k] [i]--;

j=13;

while (kmodositol[k][j1>0) j--;
if (kmodosito[k][j1<0) j++;

do

{
if (j==13 || kmodositol[k] [jl<kmodosito[k] [j+1]
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kmodosito[k] [j1++;
1=0;
while (1<ujhanyp)
{
m=1;
while (m<14) if (ujkmodosito[1][m]!=kmodosito[k] [m])
break;
else mt++;
if (m==14) break;
else 1l++;

if (1==ujhanyp)

if (ujhanyp==korlat)
{
korlat+=hanyp;
ujkmodosito=(short int(*)[14]) realloc(ujkmodosito,
korlat*14*sizeof (short int));
}
for (1=1;1<14;1++) ujkmodosito[ujhanyp] [1]=
kmodosito[k] [1];
ujhanyp++;
}
kmodosito[k] [j1--;
}
Jjt+s
}
while (j<14);

kmodosito[k] [i]++;

i--;
}
while (i>0);
}
free(kmodosito) ;
ujkmodosito=(short int(*)[14]) realloc(ujkmodosito,
ujhanyp#*14*sizeof (short int));
hanyp=ujhanyp;
segedtotal (pkszama,pegyenletes,pszumma,kegyenletes,ujkmodosito,hanyp,
lapeloszlas,eredmenytabla,kisn,nagyk,osszval,splitmelyseg);

}

else free(kmodosito);
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8.3. tablazat. A totalvegeredmeny fiiggvény paraméterei

pakliszam | A kezdéGtalonban tal4dlhaté paklik szama
maxnagyk | Vizsgalandé kombinaciokhoz tartozé K-k maximuma

void totalvegeredmeny(short int pakliszam,short int maxnagyk,
double eredmenytabla[2],double osszval,short int splitmelyseg)
{
short int kisn,nagyn,nagyk=1,segedtomb[14],i,hanyelem=0,
(¥kmodosito) [14] ,kegyenletes[14];
unsigned int lapelo[11];
unsigned long hanyp,pkszama,osszespszam=0;
double pegyenletes=1.0,pszumma,temperedmeny;

for (i=1;i<14;i++) kegyenletes[i]=0;

for (i=1;i<10;i++) lapelo[il=pakliszam#4;
lapelo[10]=pakliszam*4*4;
lapelo[0]=pakliszam*4%13;
kisn=pakliszamx*4;

nagyn=pakliszam*4*13;
eredmenytabla[0]=0.0;
eredmenytabla[1]=0.0;

varhatonyeres (lapelo,temperedmeny,splitmelyseg) ;
if (temperedmeny>0) eredmenytabla[0]+=pegyenletes*temperedmeny;
else eredmenytabla[l]+=pegyenletes*temperedmeny;
do
{
kmodosito=(short int(x)[14]) calloc(l,14*sizeof(short int));
if (!'hanyelem)

{
cout<<"\nFigyelem a segedtomb kiurult!!!";
hanyelem=13;
for (i=1;i<14;i++) segedtomb[il=i;

}

i=1+(short int) (hanyelem*(rand()/(RAND_MAX+1.0)));

cout<<"\ni: "<<i<<" Az uj lap"<<segedtomb[il];

pegyenletes*=nagyk* (kisn-kegyenletes[segedtomb[i]])/(nagyn-nagyk+1.0)/
(kegyenletes[segedtomb[i]]1+1.0);

kegyenletes[segedtomb[i]]++;

lapelo[vesszo[segedtomb[i]]]--;

lapelo[0]--;

segedtomb[i]=segedtomb[hanyelem] ;

hanyelem--;
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for (i=1;i<14;i++) kmodosito[0] [i]=0;
hanyp=1;
varhatonyeres (lapelo,temperedmeny,splitmelyseg) ;
pszumma=0.0;
pkszama=0;
segedtotal (pkszama,pegyenletes,pszumma,kegyenletes,kmodosito,hanyp,
lapelo,eredmenytabla,kisn,nagyk,osszval,splitmelyseg) ;
osszespszam+=pkszama;
nagyk++;
cout<<"\n\nK="<<nagyk-1<<"-hoz '<<pkszama<<" darab p-t kell kiszamolni,
\n amik lefedtek az allapotter "<<pszumma*100.0<<"%-at,
\n amihez '"<<hanyp<<" darab bazist kellett a memben tarolni';
cout<<"\nAz aktialis totalis vegeredmeny:
\nA pozitiv varhato nyeremenye: '"<<eredmenytabla[0]<<
"\ta negative pedig: '"<<eredmenytablal[1];
cout.flush();
}
while (nagyk<maxnagyk) ;
cout<<"\nA totalis vegeredmenyhez "<<osszespszam<<" db p-t kell kiszamolni";

}
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