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Tételek eloszlasokrol

Témak:

e Eloszlasokra vonatkozo egyenlétlenségek:
o  Markov
o Csebisev
o (Csernov)

e Nagy szamok torvénye
o Gyenge
o Erés

e Centrdlis hatareloszlas tétel



Markov-egyenlbtlenség, all.

Allitas: Legyen _X nemnegativ érték(i val. valtozo.
Ekkor minden g > () esetén

E(X)

a

P(X >a) <

Hatulltok:
- Lényeges feltétel a nemnegativitas. (Ellenpélda: konstans -1)

- Onmagdéban hasznélva ez altaldban nem egy erds becslés,
de felhasznalhaté mas becslésekhez.



Markov-egyenlbtlenség, biz.

Bizonyitas: Legyen
a ha X > a N
Y =

0 egyebként

Mivel X > () ezért X > Y
— E(X) > E(Y) =

=0-P(Y =0)+a-P(Y =a




Csebisev-egyenldtlenség, all.

Allitas: Legyen X valdszin(iségi valtozd, amire
DZ(X) véges. Ekkor minden @ > () esetén

_ DAX)

P(|X —E(X)| > a) < —;
a
Megjegyzések:
- Ehhez nem kell feltegyik, hogy a val. valtozé nemnegativ.
- Tipikusan er6sebb, mint a Markov.
- Jelentés: az atlagtél valé egyre nagyobb eltérés valdszinlisége
legalabb négyzetes litemben csdkken.
- Alatamasztja, hogy a széras(négyzet) az atlagtol vald eltérést “méri”.



Csebisev-egyenlbtlenség, biz.

)

Bizonyitas: Legyen YV — (X o ]E(X))H

Markov )

., D3(X

P(IX —E(X)| > a) =P(Y > o) < 20 ) _ 2UA)
a= a=

Megjegyzés: Csak akkor
érdekes, ha g > ]D(X)

R




Csebisev-egyenldtlenség, példa

Példa: Egy adott adatbazis szerver atlagosan 50 lekérést fogad egy
idbéegység alatt. A lekérések szamanak szdérasa a tapasztalatok szerint 5.
Adjunk alsé becslést annak a valdszinldségére, hogy 40-nél tobb, de 60-nal
kevesebb lesz a lekérések szama egy idéegység alatt.

X: a lekérések szama (idéegység alatt)
P40 < X < 60) =P(|X —50] < 10) =
D*(X) 5 3

(IX = 50] = 10) 2 a2 102 4

Csebisev




Paraméteres Csernov-egyenldtlenség

Allitas: Legyen X valészintségi valtozo.

Ekkor minden ., > () esetén Megjegyzés:
E(etX) - paraméteres egyenldtlenség
IP)(X 2 a) < biz: szintén a Markov-egyenl.

— ela
. segitségével
Példa: Legyen X ~ POIS(S).

Adjunk felsd becslést [[D(X > 10)—re.

P(X > <]E(etX)— 106N D 5 —10t+5¢' =5
(X >10) < T /§)6 ¢ = e

]P)(X > 10) < —101In(2)+5-2—5 N 0.1449 Mark?v: 0.5
B = € ~ Y Csebisev: 0.2




Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye egy matematikai allitas, nem egy népi bdlcsesség.

Ami nem (teljesen) a nagy szamok térvénye:
e “Afejek és irasok szama kiegyenlitédik.” (Ez igy nagyon nem pontos)
e “Ami megtorténhet az elébb-utdobb meg is torténik.”
(Ez kdvetkezmény, ha kicsit pontosabban fogalmazzuk meq)
e “Fliggetlen, azonos eloszlasu kisérletek atlaga a varhato értékhez tart.”
(Mi az hogy “tart”? Val. valtozék sorozata tud “tartani” valamihez

hatarértékben? Eddig mindig csak valdszinliségek tartottak valahova.)



Nagy szamok térvénye, spec. eset

Legyenek Al, Az . . . egyduttesen fuggetlen,
P valészinlségl események. Mihez tart a

P(AjU... U An) mennyiség, ha N — 00 ?
Intuitiven, ha p > Oésn nagy, akkor szinte biztos, hogy valamelyik

esemény bekdvetkezik, tehat a fenti valoszinldség 1-hez tart.

Sét, intuitiven az is vildgos, hogy 11 eseménybdl nagyjabol 7+ P
fog bekovetkezni, hiszen a valdszinlség a relativ gyakorisag.
A nagy szamok torvénye ezeket (is) fogja mondani.

- De mi az a fenti sorban, hogy “nagyjabdl”?
- Minden kimenetelre igaz ez, vagy csak a “legtobb”-re?



Nagy szamok térvénye, all.

Tétel: Legyen qu XZ . fuggetlen, azonos eloszlasu val. valtozék egy
végtelen sorozata. Tegylk fel, hogy E(Xn) — M és ]D(Xn) =0
minden 1-re.

— X +-4X
Jellés: X, = 1 n
n
e Nagy szadmok gyenge térvénye (Bernoulli-féle): Ve > ()
lim IP’( Xp — | > 5) =
n— 00

e Nagy szamok erds torvénye (Kolmogorov-féle):

P( 'n..lilgo Xn = M) =1




Nagy szamok torvénye, gyenge vs erds

gyenge:
lim ]P’( Xy — p| > g)
n—oo
eros:
]P’( lim X, = ,u.) —
n— 00

Kérdés: Az “erds” tétel mitdl “er6sebb”, mint a gyenge?

dltozd cstiak o5 —D?(X0) nuila
Ha a val. valtozok nem azonos eloszlasuak, és p n ) nullahoz tart,
de nem szummabilis, akkor az erds tétel nem teljesul (de a gyenge igen).




Nagy szamok térvénye, spec. eset

Tl
P(AjU...UA,) = IP’(Z 14, > 0)
i—1

n
— 1
A tétel miatt az X-n,, = — E 1A,. -re:
n “ " !
1=

e Annak a valészinlsége, hogy P-t6l X, kicsivel is eltér, nulldhoz tart.

Spec eset levezetése:

e Egy valdszinldséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
n — X.n,(w) szdmsorozat P-hez tart.




Nagy szamok torvénye, biz.

Gyenge torvény biz:E(X_n) _ pr.. tp = L
T
__ I . 2~
P(|Xn — 4| 2 €) = P([ X — E(Xn)| 2 ) < 200
E
n
_ 1 p2 42 _ N
= —(DA(X1) + - +D*(Xn) ) = —0° =0
n T




Eloszlasbeli konvergencia

Kérdés: milyen gyorsan valik igazza a nagy szamok toérvénye?
Masképp kérdezve, ha n helyett kisebb a nevezd, akkor mit lehet mondani?

Definicié: Legyen Xl, XQ, . . . val. valtozok
egy végtelen sorozata; az eloszlasfliggvényeik: FX”

A fenti sorozat eloszlasban konvergal egy / val. véltozéhoz (elo. fv: F 7 ),
ha N — OO esetén

Fx,(x) = Fz(z)

minden olyan = € IR esetén, ahol F'7 az @-ben folytonos.




Centralis hatareloszlas-tétel (CHT)

Tétel: Legyen Xl: XQ, . . . fuggetlen, azonos

- -
o ®s o %
2% 7 o 2%

77 s’

’ N7

eloszlasu val. valtozdok egy végtelen sorozata. ) 2 4 6 8 1012
Tegyuk fel, hogy szérasnégyzetik véges, és o a> i
legyen Z ~ N (O, l) Ekkor % 3 6 9 12 15 18

X144+ Xy — nE(X]) d

' S 10 | ] |

> Z \’.'-. \’.‘.. ‘\1“ H'x

\/ﬁ . D(Xl) ""\‘;f""\‘;f 4 8 12 16 20 24
' + ' il

0 |’m1\

5 10 15 20 25 30

[

minden g € IR esetén, han — 0OO.

oy ‘-.:‘.’ 6 12 18 24 30 36




Centralis hatareloszlas-tétel

Kérdés: Hogy lehet ezt felirni valdszinlségek konvergenciajaként?

X4+ X, —nF(X
[P’( 1+ T Ap — "N ( l) < CL) — (I)(a)
vn - D(X) n — oo
X, — E(X, 2% ‘
L _( n) mivel DZ(XN-) — EDZ(Xl)
D(X,,) n

CHT => de Moivre-Laplace tétel




Centralis hatareloszlas-tétel, példa

Példa: Egy pincészetben munkanapokon atlagosan 100 liter bort mérnek ki,
20 liter szérassal. Tegyuk fel, hogy az egyes napok mérései fliggetlenek és
azonos eloszlasuak. Az évbdl hatralévdé 50 munkanap alatt 4750 liter bort
kellene eladniuk ahhoz, hogy fellilmuljak a tavalyi teljesitményt. Mi a
valészinldsége, hogy ez sikerul?

Egyes napok eredményei: le )(27 o 7X30

E(X{) =100 D(X;) =20 Tudjuk (CHT):
o0

o0)
‘ 0 X, — 50100
IP( X, > 47.50) —7 2=l s ,
; \/% .90 kozelitoleg N(O’ 1)




Centralis hatareloszlas-tétel, példa
(folyt.)
50

IP( SOX > 4750) —

1=1

<

V50 - 20 V50 - 20
CHT 4750 — 5000
~]1—
V50 - 20

. P( 2 X; — 50100 4750—5000)

):1 — O(—1,7678) ~ 0,9615




Normalis vs Poisson

Poisson 0=

N
e NOrmal (g = = )
Poisson (/N

Poisson (N

Normal (g = 11,0 = V/11)

(
(
(
Normal (g = )
(
(




Kitérd: konvergenciak

Konvergencia-tipusok (amit emlitettlink): .
P( lim ...)=

1. egy valdszinliségl konvergencia n—o00

1
2. sztochasztikus konvergencia lim ]P)(. D 8) = (
n—00

3. eloszlasbeli konvergencia Fy (z) = Fz(2)
Tegyuk fel, hogy [E(X;) = 0¢és D(X;) =1
NSZT: X, — () (1. és 2. értelemben)

cHT: /n - Xy, — N(0;1) @3 értelemben)




Momentumgenerald fuggveény, def.

Definicié: Az X val. valtozé momentumgenerald fliggvénye

My (t) < B(et)

azon t helyeken értelmezve, ahol a jobb oldal véges.

Példa: Korabbi szamolasok alapjan,

° POiS()\) eloszlasra: e/\et—/\

o Exp()\) eloszlasra: % (t < /\)

A—t



Momentumgeneralo fuggvény, tul.

Allitas: Legyenek Y, Zilletve X1, Xo, . ..
valészinliségi valtozok. Tegylik fel, hogy ]\/{Z(t)
és ]Wy(t) minden ¢ € [R esetén értelmezett.

Ekkor

1. Ha ]\[Y(t) — ]\[Z(t) minden f-re, akkor Y és / azonos eloszlasuak.

2. Ha n,.lil;»%o [\.[Xn(t) — ]\.[Z(t) minden {-re, akkor X, = Z




Centralis hatareloszlas-tétel

Biz. vazlat:

1. Elég azt az esetet bebizonyitani, amikor E<X1) =0 &s ID)(X1) =

Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy L § ,X i) 7~ N(O' 1)
2 b]

\/ﬁ 1=1

2. Otlet: hasznéljuk a momentumgeneralé fliiggvényt. Az allitds miatt azt

kell belatnunk, hogy Y
nh—1>%o M \/lX-z'(t) = Mz(t)
1




Centralis hatareloszlas-tétel

Biz. vazlat (folyt.):

> 1 22 5
Mz =B =] ¢ Vo €7
4 > o1 X; n
t_L]_I { Xl
Ajz?_lx,;(t) :]E(e Vi > ZH]E<6\/5 ) =
\—/ﬁ =1
t n o k n
=E(ev" =K XY= (14—
(8 ) (,;) kI \v/n : i 2n




KoszonOm a figyelmet!




