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Multkori dia: exponencialis eloszlas

Definicié: Eqy / val. véltozé exponencidlis eloszldsi A paraméterrel

(ahol \ > () valds), ha Miért nem ugyanaz a bet(?
) Mert Z val. valtozd, mig x szam.
f ( ) /\6_/\33 ha x > 0. Jelodlés:
Z(T) = 1 _y ,
0 egyébként, Z ~ Exp(A)
\ ) .
, Példak:
1 —e M harz > (). e Ideielsd aramsziinet idépontja,
Fy(x) =< 0 Dént ® Mikor hiv mar fel Xv?
O‘ "r ' ) V4 V4 7 7 . Ve P
. CeYEDKRENL. o Sdrd, egymas utani “kisérletek”

kozul az elsé siker idépontja.




Val. valtozok fliggetlensége

Definicio: LegyenekX és Y val. véltozok ugyanazon az(Q, JT", P)
eseménytéren. Ezek fiiggetlenek, ha minden X, Y € R esetén

{X <z} és {Y <y}
fuggetlen események.

Megjegyzések:

e tmi: P({X <2} n{Y <y}) = P(X < 2)P(Y < y)
e Ertelmezés: a valtozdk 4ltal meghatarozott események fiiggetlenek.
e Miért nem {X — qg} s {Y — y}? Hogy folytonosra is mikodjon.




Val. valtozok fliggetlensége
Példak:
1) X egy kockadobds eredménye, Y a ma leesé csapadék mennyisége.
2 O ={1,2,3,...,11,12}
X a sz&m harmas maradék, Ya négyes maradéka

3) Tegyik fel, hogy egy telefonkézpontba egy nap [V hivas érkezik, ahol

N ~ POIS()\) . Az egyes hivasok egymastdl fiiggetlenul P
valoszinlséggel gép altal inditott hivasok. Jeldlje Xa gép altal inditott
hivdsok szamét, Y pedig az to6bbi hivast.




Val. valtozok fliggetlensége

Allitas: Az X és Ydiszkrét valoszinldségi valtozok pontosan akkor
fuggetlenek, ha minden g € Ra,n(X) és Y € R.a.n(Y) esetén

PH{X =z} n{Y =y}) =P(X =2)P(Y =y
Hasznalata:
e Cafolni vele a fuggetlenséget: kénnyd. Elég egy x-y part talalni.

e Ellendrizni a fuggetlenséget: szamolds. Minden parra le kell ellendrizni.

Biz otlete: {X < :U}felbonthaté {X — gj/} alakui események
diszjunkt unidjara.




Szorzat varhato értéke, allitas

Allitas: Ha X és Y fuggetlen valdszin(iségi valtozok, és léteznek az

E(X) , E(Y) és E(XY) varhatd értékek, akkor
E(XY) = E(X)E(Y)

Megjegyzés:

e A val. valtozdok nem feltétlenul diszkrétek.

e Filggetlenség nélkil ez nem igaz, pl. X értéke azonos eséllyel 1vagy -1.
e A fenti egyenlet nem elég a fuggetlenséghez.

eraB(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))

mindenf, (g nemnegativ valos fliggvényre, abbol kdvetkezik.)




Szorzat varhato értéke, indikator

Lemma: LegyenekA és B fuggetlen események. Ekkor
E(141p) = E(14)E(1p)
Biz:

E(141p) =E(14np) =P(AN B) =
=P(A)P(B) =E(14)E(1p)

Kérdés: miért segit ez az altalanosabb esetben?
Mert az egyszeru val. valtozok felbonthatdk indikatorok dsszegére.

X= ), klixay Y= 3, U1y
keRan(X) [eRan(Y)




Szorzat varhato értéke
Biz.:

]E(XY)—E( Z k‘l{X k) Z ll{yzl}>=

keRan(X) [eRan(Y)

— Z Z kl]E 1{X A}l{Y l})

keRan(X) leRan(Y')

= > Y RLEAx_)E(ly_p)

keRan(X) leRan(Y')
— E(X)E(Y)




Diszkrét egylttes eloszlas, példa

Kérdés: A fent hasznalt ]P({X — k‘} M {Y — l})valészint’lségeket,

nem lehetne valahogy koncepcidzusan, “egyutt kezelni”?

Példa: Ra'n(X) — {2- 37 5}

X

v 2 3 5!
0 0,051 0,15 | 0,1
1 0,1 | 0,2 | 0,1
2 0,06 | 0,2 | 0,05

02 055 0.25
Kérdések: Fliggetlen-e X és Y ? Mennyi E(XY)?

Ran(Y) = {0, 1,2}
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Diszkrét egyiittes eloszlas, def.

Definicié: Legyenek X és Y egyszerii valdszinliségi valtozok.
e [Egyilittes eloszlasuk:
P(X =k Y =1[) (keRan(X),l € Ran(Y))
e Margindlis eloszigsok: az X ésY eloszldsa kiilon-kiilon.
Marginalis kiszamolasa:

P(X = Y PX=kY=l

[eRan(Y)




Diszkrét egylttes eloszlas, példa

Példa (folytatas): Ha X ésY fuggetlenek lettek volna, akkor
E(XY) = E(X)E(Y) Mit csinaljunk amikor ez nem teljesul?

Otlet: X' Y is csak egy szokasos val. valtozd, hasznalhatjuk a definiciét.

Ran(XY) ={k-1| k € Ran(X), [ € Ran(Y)}
E(XY) = Z m-IP’( U {X:k’jY:l}):

meRan(XY) keRan(X)
[eRan(Y)

k-l=m
= ) ZAZP kY =)

keRan(X)leRan(Y)

|




Diszkrét egylttes eloszlas, példa

~=0-0,05+0-0,15+0-0,1
4+2.01+3-02+5-0,1
+4-0,05+6-02+10-0,05
~ 32

X

. 2 | 3| 5
0 0,05 0,15 | 0,1
1 0,1 | 0,2 | 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

0,2 055 0,25

Sl
UV

Megjegyzés: A val. valtozok nem-fliggetlensége azzal is megmutathatd, hogy

E(XY) # E(X)E(Y)




Kovariancia, motivacio

Kérdés: hogyan mérjuk a fuggetlenséget / nem fuggetlenséget?

Nagysaga

Viszony mérése

Esemény

valoszinlség

feltételes valdszinliség

Valészinliségi valtozé

varhato érték

??7?

-  Feltételes varhato érték?

lgen, de csak késbbb.

- Kovariancia.




Kovariancia, definicio

Definicié: Az X és Y valoszinldségi valtozok kovarianciaja:

cov(X,Y) =E((X —EX)(Y —EY))
A tovabbiakban mindig feltesszik, hogy COV(X, Y) |étezik.
Allitas:

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
Bizonyitas: E((X - EX)(Y - ]EY)) _
_ IE(XY)—IE(IE(X)Y) —E(XE(Y)) +E (E(X)E(Y)) _




Kovariancia, tulajdonsagok

Biz. (folytatas): cov(X,Y) = ...
=EXY)+ (-1 -1+ DHEX)E(Y)
= EXY) - EX)E(Y)

Kévetkezmény:

1. Ha valamelyikiuk konstans, akkor a kovariancia nulla.
2. Ha fuggetlenek, akkor a kovariancia nulla.
3. Attdl, hogy a kovariancia nulla, még nem feltétlenil lesznek fliggetlenek.



Kovariancia, példa

Példa (folytatas):
cov(X,Y)=EXY)-EX)EY) =
=32-38-1=-006

Geometriai kép:

A kovariancia hasonléan mukodik a skalaris szorzathoz.
A merblegesség szerepét, a “korrelalatlansag” veszi at,
azaz amikor a kovariancia O (ami a figgetlenségnél
gyengébb feltétel).




Szdorasnégyzet, definicio

Definicio: EgvaaIészint’lségi valtozo szorasnégyzete
cov(X, X) =E((X — EX)?) = E(X?) — E(X)?
Jelolés: D2 (X)

Ertelmezés:

0) Onmagdaval valé egyiitt valtozas? Annak igy nincs sok értelme.

1) “atlagos négyzetes eltérés” (a varhato értéktdl)

2) Ha a kovariancia a skaldr szorzat analdgiaja, akkor a szérasnégyzet

a hossznégyzeté.



Szorasnégyzet, tulajdonsagok

Definicié: X szérdsa ]D(X) — \/ID)Z (X)

Kérdés: Miért nem a kovetkezével mérjuk a varhato értéktdl valo eltérést:

E(|x - E(X)|)

Allités: Ha X és Y fuggetlenek, akkor

D*(X +Y) =D*(X) + D*(Y)




Szorasnégyzet, tulajdonsagok
Bizonyitds:
D’(X +Y)=E((X +Y)?) - (E(X +Y))" =
= E(X?)+E(Y?)+2E(XY)-E(X)?
~E(Y)? — 2E(X)E(Y)
— D*(X) +D?(Y) + 2cov(X,Y)
Mivel a valtozdk fuggetlenek, ezért a kovariancia O és az allitds kévetkezik.

Allitas:

DX +¢) =D(X) D(cX)=|e[D(X) (Vc€R)




Szdorasnégyzet, példak

1) kockadobds szérasnégyzete: E(KZ) — % E(K) — ;

. 01 /772
éDﬂKﬁzg—(a ~ 2,9167

2) indikator val. valtozo szdrasnégyzete:

D?(14) = E(15) — E(14)* = E(14) — E(14)? =
= P(A) — P(A)* = p(1 - p)




Szdorasnégyzet, példak

3) binomiélis eloszlas szérdsnégyzete: X ~v B(n p)
X:1A1+'°'+1An

4) geometriai eloszlas szorasnégyzete: T ~ Geo(p)

D*(T) = E(T*) - E(T)” =
= k(1 —p)"p— (l)z =
k=1




Szdorasnégyzet, példak

5) Poisson-eloszlas szorasnégyzete: Y ~ POlS()\)
D*(Y) = E(Y?) - E(Y)” =

E(Y?-Y)+EY)—-E(Y)?

=) (k- k)ﬁe_/\ TIPPPE
k’;OOO A2 2




Korrelacio, definicio

Kérdés: a példdban kapott COV<X; Y) — _0,6 mit jelent a val.

véltozokra nézve? Ok most mennyire nem fiiggetlenek?

Definicio: Legyenek Xés Y olyan valdszinldségi valtozok, amikre

COV(X, Y) D(X)és ]D(Y) |étezik és véges. Ekkor a
korrelaciojuk: COV(X, Y)

corr(X,Y) = DX)D(Y)

Ertelmezés:
A geometriai analdgiaban ez a bezart sz6g koszinusza




Korrelacio, tulajdonsagok

Allitas:

e —1 <cor(X,Y)<1

e Ha akorrelaci6 +1, akkor Y = q_ X -+ b,ahol @ > 0.
e Ha akorrelacio -1, akkor Y = g X + b.ahol g < ().

Példa (korabbi):

, —0,6
V(X V) _ 0,2554

oY) = pxDY) T vz VOB




Kitérd: statisztikai korrelacio

Vizsgalt mennyiségek: X, Y
Minta: X1, Y1, X9, Yo, ..., Xp, Yn,
Minta realizacidja: adott W & () kimenetelen a minta értékei.

Pearson-féle korrelacio: Vegyik a minta realizacidjat (ez n db szampar).
Tegylnk ugy, mintha ez az n szampar n kilonb6zd esetben a vizsgalt
mennyiségek értékeit jeldlné, amely esetek egyforma valdszinldséggel
kovetkezhetnek be. Szamoljunk eszerint korrelaciot. Ezzel egy kdzelitést
kapunk a vizsgalt mennyiségek (elméleti) korrelacidjara.



Kitérd: Anscombe négyese
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Forras: ww.w.lithoguru.
com/scientist/statistics/
Anscombe_Graphs%20i
n%20Statistical%20Anal
ysis_1973.pdf



http://ww.w.lithoguru.com/scientist/statistics/Anscombe_Graphs%20in%20Statistical%20Analysis_1973.pdf
http://ww.w.lithoguru.com/scientist/statistics/Anscombe_Graphs%20in%20Statistical%20Analysis_1973.pdf
http://ww.w.lithoguru.com/scientist/statistics/Anscombe_Graphs%20in%20Statistical%20Analysis_1973.pdf
http://ww.w.lithoguru.com/scientist/statistics/Anscombe_Graphs%20in%20Statistical%20Analysis_1973.pdf
http://ww.w.lithoguru.com/scientist/statistics/Anscombe_Graphs%20in%20Statistical%20Analysis_1973.pdf

Hamis korrelaciok

Per capita consumption of mozzarella cheese (US)

correlates with

Electrical engineering doctorates awarded (US)

m Per capita consumption of mozzarella cheese (US)
= Electrical engineering doctorates awarded (US)
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Forras: www.tvlervigen.com/spurious-correlations
Tovabba, “a korrelacio nem implikalt kauzalitast.”



https://www.tylervigen.com/spurious-correlations

KOszonOm a figyelmet!




