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Bertrand-paradoxon

Feladvany: Valasszuk ki egy kor egy hdurjat
véletlenszerlien. Mi a valdszinlsége, hogy a
huir hosszabb, mint a koérbe irhatd szabalyos
haromszog egy oldala?
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Bertrand-paradoxon, v

Egyenletesen véletlenszerlen valasztunk:
1. a korvonalon P pontot, aztan

2. akorvonalon Q pontot.

Vegyuk a PQ hurt.

Valasz:

3

Magyarazat: rajzoljuk be a P csucsu szabalyos
haromszoget. Kedvezd eset: ha Q a haromszdg
masik két csucsa kozti korivre esik.




Bertrand-paradoxon, v2

Egyenletesen véletlenszerlen valasztunk:
1. a korvonalon P pontot, aztan

2. a PO sugaron S pontot.

Vegyuk a PO-ra vett merdleges hurt S-ben.

Valasz:

2
Magyarazat: rajzoljuk be a P-vel atellenes
csucsu szabalyos haromszdget. Kedvezb eset:

ha S a haromszdgon belll van.




Bertrand-paradoxon, v3

Egyenletesen véletlenszerlen valasztunk:
1. a korlapon P pontot.

Vegyuk azt a hurt, aminek felezépontja P.

Valasz:

Magyarazat: rajzoljunk be egy tetszbéleges
szabalyos haromszoget, és beirhatd kérét. A kis
kor sugara fele a nagy kor sugaranak. roo ‘
Kedvezd eset: ha P a kérén beliil van. (a)dﬂ‘/
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Bertrand-paradoxon, slrlségfiiggvény

Kérdés: Mi a hur hosszanak sUrdségfuggvénye, e
mondjuk az 1. modszernél? FX(SB) N ]P)(hul < x) I

2 [{a € |0, 7] | @ kp.-i szogtt hur < x}|

Szamlalo (koszinusz-tétellel): 2
5
\/12 112 9. c:os(a) T <= a< arcc:os(l — %)
| 2 , 2 1
F :—‘c.‘::"‘(l—-—):> x)=Fy(x)=— -
() ﬂ_llCCOb > fx (@) X( ) A — 22




Geometriai eloszlas
Példak:
Cérnat probalunk beflizni, hanyadszorra sikerdul.
e Addig jar a korso a kutra...
Flggetlen kisérletek, elsd siker sorszama.

Probabi

005

Definicié: Az X val. valtozé geometriai eloszIds( D
paraméterrel (ahol () < p < 1), ha

0

P(X =k)=(1-p)""'p
Jeldlés: X ~v Geo(p)
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Geometriai eloszlas, varhato érték




Exponencialis eloszlas

Definicié: Eqgy / val. véltozé exponencidlis eloszldsi A paraméterrel
(ahol \ > () valds), ha

( .
£(x) Xe M haxz>0. Jeldlés:
Z(Z) = 9 .y
0 egyébként, Z ~ Exp(A)
\
) Példak:
1 — e_/\w ha x > 0. e Idei els6 aramsziinet idopontja,
Fy(z) = < 0 Dént ® Mikor hiv mar fel Xv?
O" "r v / pd P . Ve P
. CeYEDKRENL. o Sudrd, egymas utani “kisérletek”

kozul az elsé siker idépontja.




Exponencialis eloszlas

Ez valdban slrldségfliggvény, hiszen

® nemnegativ
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Exponencialis eloszlas, varhato érték

Eﬁﬂz/wa%ﬁﬂ@¢riAmAﬂfM¢m:
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Exponencialis eloszlas, példa

Feladat. (2019-es potZH, 4.) Felfogadtunk egy kivitelez6t egy feldjitashoz,
aki a munkat csak késdébb, Exp(/\)eloszlésu id6 mulva tudja elkezdeni.
Maga a munka legalabb 4, legfeljebb A idéegységig tart ( A > 4), de
nem tudjuk pontosan meddig: a fenti két hatar k6zo6tt barmilyen idétartam
elé6fordulhat, egyenletes eloszldssal. Mennyi )\ értéke, ha varhatdan 10
idéegység alatt készilunk el, a kezdeti varakozast is beleszamolva?

Kezdésig eltelt idé: X ~ Exp()\) Munka ideje: Y ~ U(il; )\)

1 4+
10 =E(X +Y)=EX)+E(Y)= 1 +——
10+ V248 de A\ >4 ezért A\~ 1587

= A2 = :




Orokifjusag

Definicié: Nevezzink egvaaI. valtozot orokifjunak a G g R
halmazon, ha tetszdleges S, i € (5 esetén

PIX>t+s| X >s)=PX >t
illetve IP(X - G) = 1.

Tipikus kérdések:

o Tessék? “Akdr varok mar Sideje, akar most kezdtem varni, annak a
valdszinlisége, hogy még tébb, mint { ideig kell vdrnom, ugyanaz.”

e Van-e ilyen valdszin(iségi valtozé? Az (5-tdl fugg.




Orokifjusag, biz.

Allitas: Legyen _X nem-konstans 6rokifju val. valtozé a (= halmazon.

1. Ha G = {1, 2,3, ... } , akkor X eloszlasa geometriai.

2. Ha(@ = [O’ OO) , akkor X eloszlasa exponenciilis.

Bizonyitas: Az 6rokifjusag feltétele ekvivalensen,

PX >t+s)=PX >t)P(X >s) (Vs,teG)




Orokifjusag, biz. 1
1. eset G = {1,2?3,...}

Régzitsiink egy T pozitiv egészt, és jeldlie P = IP(X = 1)
PX>t+1)=PX >t)P(X > 1) =

=PX>t) - (1—-p)=...= (1_p)t+1
Ebbdl mar kiszamolhatjuk az eloszlast:

PX =t)=P(X >t—1)—P(X >t) =

=(1—p) =1 —-pl=p1-p'!




Orokifjusag, biz. 2
2. eset: G = [0,00)
Jelblés: g(t) = In ]P(X > t) minden pozitiv valds { -re.
Tetszbleges 5,1 € [O’ 00 ) esetén
g(t+s)=InP(X >t+s) =
=InP(X >¢t)+InP(X > s)= g(t) + g(s)

Ebbdl és ( definiciéjdbdl kinozhatd, hogy valamilyen pozitiv A\ értékre

g(t) ==X (Vt>0) = PX >t)=e N




Exponencialis egész része
Antas: Legyen X ~ Exp(\). Eikor [X] ~ Geo(1 — e 7).
Bizonyitas: Legyen k> () egész.
P([X]=k)=Pk—-1<X <k)=
= Fx(k) = Fx(k =1)= (1= ) = (1= e

_ e—/\(k—l) _ oAk _ 8—)\(11:—1)(1 . e—/\): (1— p)k—lp




Poisson-eloszlas, definicio

Definicié: Az X val. valtozé Poisson-eloszIdsd A paraméterrel

@hol A > ()), ha

)\k
]P)(X:k):k'e_/\ (\VI]CZOIQ)

Jellés: X ~ Pois(\)

Példak:
e Adott 6raban sziletd gyerekek szama.
e Szerverre beérkez6 request-ek szama adott iddintervallumban.
e Altaldban: rengeteg kis valdszin(iségi, egyméstdl fliggetlen
eseménybdl hany kovetkezik be.




Poisson-eloszlas, varhato érték

Ez tényleg eloszlas:

50 ~
Y P(X =k) =
k=0

Varhato értéke:

o0 A k




Poisson-eloszlas, példa

Feladat: Egy kaszkaddr egy évben atlagosan kétszer sériil meg. Mi a
valdszinldsége, hogy idén éppen négyszer?

Sérilések szdma: Y Kérdés: [P)(Y — —1) ="
Feltesszuk, hogy Y ~ POiS(/\)

Tudjuk, hogy 2 =E(Y) = A




Poisson-approximacio

Allitas: Legyen 1 pozitiv egész, = (0, oo) , €s jelblje Pn = —-et.
Ekkor n
k
, n\ R A S
lim p.i‘lj(l — )" k2 _g=A (VE=0,1,2,...)
n—oo \ k ' k!
Megjegyzések:
A
e Ha X ~ B (n; —) ahol n “nagy’, de A\ nem, akkor X kb. Poisson.
mn

e Hatdreloszlas-tétel: egy eloszlasokbdl allo sorozat “hatarértékének” leirasa.




Poisson-approximacio

Bizonyitds: legyen k és nrogzitett.

n!

Y ko et

B n! A (
(n — k)Ink k!
1



Poisson-eloszlas, példa

Példa: Tegylk fel, hogy egy magyarérettségiben kétszer akkora eséllyel
van 6sszesen 3 elirds, mint 1 elirds. Tegylk fel, hogy a hibak egymastol
fuggetlenll, azonos eséllyel kévetkeznek be. Kozelitéleg mekkora a
valoszinldsége, hogy egyaltalan nincs elirds a dolgozatban?

Hibdk szédma: X Kérdés: IP)(X = 0) =7
Kozelitbleg: X ~ POiS(A)

_ 3 2
QZP(X_B):)\e_/\/Ae_/\:/\— == /\:2\/5

PX=1) 3 /1 6




KOszonOm a figyelmet!




