Valoszinuségszamitas

2020. szeptember 16. Targyhonlap:
Mészaros Szabolcs cs.bme.hu/valszam



A prezentacié anyagat és az abbdl készllt
videofelvételt a targy hallgatéi jogosultak
hasznalni, kizardlag sajat célra. A felvétel
masolasa, videdmegosztokra vald feltdltése
részben vagy egészben tilos, illetve csak a
tantargyfelelds el6zetes engedélyével torténhet.

Copyright © 2020, BME VIK



Valoszinlségi mezd, példak

1. Klasszikus, véges
Pl. kartyahuzas
2. Véges
Pl. melyik felével esik le a vajaskenyér
3. Megszamldlhatéan végtelen
Pl. egy konyv lehetséges cime
4. Geometriai
Pl. véletlenszerl pont az egységnégyzetben
5. Egyéb
Pl. Béla mennyit késik a valszam eléadasral
(pozitiv eséllyel lehet O vagy 90 perc is)



Geometriai valoszinlség

1-dim

2-dim

n-dim

() C R aminek

0sszhossza véges

() C RQ aminek

osszterllete véges

() C R™ aminek n-
dimenzids
ossztérfogata véges

.F aminek van aminek van terulete | aminek van n-
hossza dimenzids térfogata
[FD( A) L kedvezo Tkedvezti Vkedvezt}
Ltisszes Tijsszes Vijsszes




Flggetlenség

Allandé feltétel: Adott egy (€2, F IP) valészinliségi mezé.
Emi¢keztets: AN B =0 = P(AU B) = P(A) + P(B)
Definicié: Az A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A)-P(B)
Pelda: 4 — {els6 dobas hatos } P(A) =
B = {a két dobas megegyezik} P(B) = %
AN B = {mindkét dobés hatos} P(AN B) = %

1
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Flggetlenség, példa

Példa: Vizualisan, A és B nggetIen,
P(4) =1 P(B)=
P(ANB) = LQ

Allitas: Ha A és B fuggetlen, akkor A és B is fuggetlen.

Bizonyitas: P(A M E) — P(A) — ]P(A M B) —
= P(A)—P(A)P(B) = P(4)(1-P(B))
— P(A)P(B)




Egylttes fliggetlenség, motiv.

Setup:Ah .. :An i~ J események.
Definicio.. ‘enti események fliggetlenek, ha Mi van, ha Al — @ ?
T n
P((N4:) =1LE(4:)
1=1 =
Definicid: A . ~ti események fliggetlenek, ha Mi van, ha

P(A?j M AJ) = ”WA?;) : P(AJ) A1 NAN A3 = 0-
(V1 i < j < n)




Egylttes fliggetlenséq, def.

Setup:A _____ A i~ J események.
1s n

4

Definicid: A fenti események fliggetlenek, ha

el el
Példak:
® egymas utan kifogott halak fajtaja ponty-e,
® kulon generalt véletlen szamok nagyobbak-e mint 0,5,
@ Uugy altalaban, fliggetlen kisérletek esetében adott események
bekbvetkezése.




Egyulttes fluggetlenség, ellenpélda

Példa: 2 szabalyos érmét feldobunk.
A; ={1l. dobasfej} Ao = {2. dobas fej}

A3 = {azonos eredmény}
P(A;NA)=1 PA)PA)=1 (i #])
P(A; N Ay N Ag) = P({két fej}) = +
P(A})P(A2)P(A3) = 5 = § = nem fiiggetlen




Feltételes valdszinlség

Definicié: Legyenek A és B események, és P(A) > ().
P(B N A)
P(A)

P(B[A)=

Kiolvasva: I3 feltételes valészinlsége A—ra.

Megjegyzés: Ae B pontosan akkor fliggetlenek, ha

P(B | A) — P(B) (Feltéve, hogy a bal oldal értelmes.)




Feltételes valdszinlség, példa

1. Béla dob a szerencse-dodekaéderével (1-t6l oldalszamig van szamozva).
Legyen A {pambat dob} Hatarozzuk meg az alabbiakat:

P({6} | A)— = P({3nal nagyfobb} | A)=
P({3-mal ObZth&tO} | A) =

2. Hogy jon el feltételes valdszinliség eqgy feladat szovegében?
A = {felkészulok} B = {atmegyek}
P(B| A) = 0,99




Feltételes valdszinlség, tul.

Allitas: Legyen A olyan esemény, amire ]P}(A) > ().
Ekkor az alabbi F — [O, H fuggvény valdszinlségi mérték n:

B—P(B|A)

Megjegyzés: Emiatt a korabbi allitasok ]PJ( . ) helyett

]P)( . |A) -val is igazak.




Teljes valdszinlség tétele

Tétel: Legyenek Al, Ce ,An c F paronként kizaré esemeények,
azaz A?, M AJ — @ (VZ 7é j).TegyU‘k fel, hogy UiAi = ()
¢s P(A;) >0 (V7) _Ekkor ()

P(B)= Y P(B|A4;)- P4 \
i—1

Definicié: teljes eseményrendszer: ahogy fent. Al AQ AB A4 AS




Teljes vszg. tétele, biz.

P(B) = P(BNQ)




Monty Hall-paradoxon

Adott harom ajté. Egyik mogott autd, kettd mogott kecske van.

1. lépés: valasztunk egy ajtot,
2. |épés: kinyitnak egy olyat, ami mogott kecske van,
3. lépés: ujra valaszthatunk.

Kérdés: mi a jo taktika?



Monty Hall-paradoxon, levezetés

P(auto) = P( )P(elsore kecske)

+P(autoé|elsore autd)P(elsore auto) valeds

a) ha nem valtunk: Joajto /
2 1 1 Nemvaltas
=0-—+1 - —=—
3 3 3 Viltas
b) ha Véltunk Rossz aJto /
2 2
3

_ 1 .- + 0 ) l Nemvaltas
3 3

Elsé ajto Viltasi
valasztas stratégia

Nyerési
valdszinliség




Szorzasi szabaly, példa

Adott egy 52 lapos kartyapakli. Hazunk 3 lapot (visszatevés nélkil). Mi az
esélye, hogy elsdre kiralyt, masodikra damat, harmadikra bubit huzunk?

P(K1NDoN Bs) =
= P(K1)-P(Dy | K1)-P(Bs | Dyn Kq)

_f 4 28 0.0005
52 51 50 16575




Szorzasi szabaly

Allitas: Legyenek Alj ca ,An c F események, amire

P(A) > 0 (V?’) Ekkor

(ﬂA) P(Aa [ Ap) .

(An | AinN---N An—l)

— P(A) HP(A?; N Aj)
=

<t




Karger algoritmus, probléma

Legyen G = (V} E) irdnyitatlan graf, amiben
® hurokél nincs, de
® tObbszoros él lehet.

Keresink: globalis minimalis (elemszamu) vagast.

Vagyis olyan F' C V' amire [ és V\F kozt

a legkevesebb él fut.

”




Karger algoritmus, |épések

Otlet: véletlen algoritmus

1. lépés: valasszunk egyenletesen
véletlenszerlien egy élet;

2. lépés: huzzuk 6ssze a két végét egy csucsba;

3. lépés: dobjuk el a hurokéleket (de a
tobbszoros éleket ne).

Ezt iteraljuk, amig két csucs nem marad.

Az eredmény épp egy vagas(nak felel meg).




Karger algoritmus, allitas
2
Anitas: [P(megtalaljuk az optimalisat) > —

Természetes kérdés: “A—7n= az nem marha kicsi?”

Biz: Legyen F egy minimalis vagas.
= {1. vélasztott él nem F-beli}

P(m.o.) = P(A})- P(As | A7)...
P(A, | A1 N ---

M An—l)




Karger algoritmus, biz.

PA; | AiN...NA;_1)

3
] _
élek szama i. valasztas elott)]
k
> 11— . ahol k = |F| ésn = |V
sk(n — (i — 1))
2 cale . .. 2
=1 . = calc. .. #P(ﬂﬂ) 3

n—i+1 calc . .




Bayes-paradoxon

Lasd még: 3BluelBrown youtube-csatorna / Bayes theorem

Feladat: Tegylk fel, hogy
® atlagosan 10 000-bdl 1 sof6r ittas;
® haittas, a szonda 95% eséllyel jelez;
® hajozan, a szonda 0.1% eséllyel jelez.

Ha bejelzett a szonda, mekkora az esélye, hogy a sofér valdjaban jézan?

[Ezek nem valds adatok.]


https://www.youtube.com/watch?v=HZGCoVF3YvM

(Egyszerl) Bayes-tétel

Tétel: LegyenekA és B pozitiv valdszinliségl események. Ekkor

P(A | B) = 8 HL (‘gp A
B'; A |5~ PANB) _P(B| AP

P(B) P(B)




Bayes-tétel

Tétel: LegyenekB Al AZ ..... An pozitiv valoszinlségu
események. Tegylk fel, hogy Al AZ ..... Aﬂ, teljes
eseményrendszer (lasd 13. dia). Ekkor

BB A)B(A))
PALEB) = S BB | ARy

Biz: az egyszeru Bayes-té’ﬁenl(n;ilaf | B) ~ HD(B | Al)p(Al)
de a teljes valészfnt’lség tetele miatt n ]P](B)

=Y P(B|A)P(A;)
1=1




Bayes-paradoxon, megoldas

Ay = {jézan} P(B | A;) =0,001 P(A7)=0,9999
Ao = {ittas} P(B | As) = 0,95 P(As) = 0,0001
B = {jelzett} P(B) =?

P(B | Aj)P(A;)
P | B) Z?zlP(B | A??)P(Ai)
B 0,001 - 0,9999
0,001 - 0,9999 + 0,95 - 0,0001

~ (,9132




Koszonom a figyelmet!




