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P6tlé zarthelyi dolgozat
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Tekintsiik a sikon azt a téglalapot, aminek csicsai az (1;1), (—1;1), (—=1;0) és (1;0) pontok, és rajzol-
junk bele egy haromszoget, melynek csicsai (1;0), (—u;0) és (0;v), valamilyen 0 < u,v < 1 szdmokra.
Vélasszunk egyenletesen véletlenszeriien egy pontot a téglalapban. Jeldlje A azt az eseményt, hogy a
pont elsé koordinataja pozitiv, és B azt az eseményt, hogy a pont a fenti haromszogbe esik. Tudjuk,
hogy A és B fliggetlenek.

(a) Hatdrozzuk meg u értékét.

(b) Legyen u az (a) feladatrészben meghatarozott érték, és v = 0,5. Legfeljebb mekkora lehet egy
olyan esemény valdsziniisége, ami mind az A, mind a B eseményeket kizdrja?

(1 pont) Geometriai valészintiség: Thedvezs/Tosszes (Ha ez implicit haszndlva van a lenti valészintiségek
kiszamolasahoz, akkor is jar a pont.)
pont) Fuggetlenek < P(A)P(B) =P(AN B)
2 pont) Osszes teriilet: 2, ezért P(A) = 1

2
2+1 pont) P(B) = 1+u S5 /2 valamint P(A N B) = 42/2 (Ha csak az egyik helyes, akkor 2 pont.)
1 (1+u)-v _ v
2 1 T 1

1 pont) v-vel leegyszertisitve: HT“ = 1 , tehat u = 1.

2 pont) Legyen C' egy olyan eserneny, ami kizdrja A-t és B-t, azaz CNA=0és CNB=10. (A pont
arra jar, hogy a kizarésag definiciéja ki van bontva.)

(2 pont) Egy ilyen C' eseményre teljesiil, hogy C C AU B.

(2 pont) Ha C-nek a lehetd legnagyobb a valészintisége, akkor P(C) = P(AU B)

(3 pont) PLAUB) =1-P(AUB) =1— (P(A) + P(B) — P(AN B)) (Indokldsként vagy a Poincaré-
formuldra, vagy egy Venn-diagramra lehet hivatkozni.)

(Ipont) =1—-2—2+1=3

(2
(
(
(1 pont) A fuggetlenseg definiciéjdba behelyettesitve: =
(
(
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2. Féhésiink, Ujvérosi Izsdk szeret a kedvenc almaféja alatt ildogélni. Tegyiik fel, hogy minden nap
ugyanolyan p eséllyel esik Izsik fejére alma (ahol 0 < p < 1), az egyes napokon egymastdl fiiggetleniil.
(Adott napon vagy esik a fejére alma, vagy nem; az nem szamit, hogy egy nap hényszor.) Izsdk
kiszamolta, hogy ugyanannyi annak a valdszinlisége, hogy a tizedik vizsgalt napon esik a fejére el6szor
alma, mint annak a valdsziniisége, hogy a 10 napbdl pontosan két olyan nap lesz, amikor esik a fejére
alma. Atlagosan hanyadik napon esik elészor a fejére alma (nem feltétleniil az elsé 10 napban)?

2 pont) P(X =10) = (1 —p)?p

2 pont) B(Y =2) = (9)p2(1 - p)*

2 pont) Tehat (1 —p)’p =P(X =10) =P(Y =2) = (})p*(1 - )

1 pont) Mivel 0 < p < 1 igy leegyszertisitve: 1 —p = 45p, ezért p = 7= (Ha nincs hivatkozas a feltételre,
akkor is jar a pont.)

(2 pont) Mivel X geometriai eloszldst, ezért E(X) = %
(1 pont) = 46

3. Egy faluban 20 darab 5 f6s csalad lakik. Tudjuk, hogy a falu minden lakdja egyméstol figgetleniil 0,1
valésziniiséggel koronavirusos. A falu minden lakdjat tesztelik egy olyan teszttel, ami tOkéletes ered-
ményt ad. A koronavirusos, illetve koronavirusos csaladtaggal rendelkezd egyének karanténba keriilnek.
Varhatéan hanyan keriilnek karanténba?

(1 pont) X: karanténba keriil6k szama, Y: fert6zott taggal bir6 csalddok szama

(2 pont) X =5Y

(3 pont) Y ~ B(20;p) valamilyen p-re, mert az egyes csalddok egymastol fiiggetleniil keriilnek karan-
ténba (mig az egyes csaladtagok egyszerre)

p meghatarozasdhoz az aldbbi valdszintiséget kell meghataroznunk:

(1 pont) P(adott csaldad karanténba keriil) = P(5 f6bél valaki koronavirusos)

(2 pont) = 1 — P(5 {6bél senki nem fert6zott)

(2 pont) = 1 —P(1 {6 nem fertézott)>, mert fiiggetlenek és azonos valészintiséggel lehetnek fertézottek
(1 pont) P(1 f6 nem fertézott) =1 —0,1=0,9

(2 pont) Tehat p = P(adott csaldd karanténba keriil) = 1 — 0,95

(1 pont) ~ 0,4095, vagyis Y ~ B(20;0,4095)

(2 pont) E(X) =E(5Y) =5E(Y)

(2 pont) =5-n-p=25-20-0,4095

(1 pont) ~ 40,951

4. Legyen Y olyan valdszinliségi valtozo, amelynek siirtiségfiiggvénye valamilyen a € R esetén

4

—e2* ha In(2) < x < In(5)
fy(@)=qa
0 egyébként.

Hatérozzuk meg P(Y > 1)-et
(3 pont) [ fy(z)dx =1
(3 pont) [ fy(z)dx 0+f1n 1e2rdy

In(5)
(2 pont) = 2[62:5]111(2) =a(6°-29) =3
(1 pont) = o = 42
(0 pont) Y folytonos valoszmusegl valtozd, ezért
(342 pont) Pla <Y < b) = fa [y (x)dz, specidlisan: P(Y > 1) = [7° fy(z)dz (Ha az dltaldnos formula
nem szerepel, de a specifikus helyesen szerepel, akkor is 5 pont. Ha csak az altaldnos, akkor 3 pont.)
(3 pont) = flln +e*®dz (Ha a hiba az o rossz meghatdrozésa miatt van, akkor is jar a 3 pont.)
(2 pont) = 2 e 29”} lln(5) (A pont az elé6z6 pontban szerepl6 formula helyes kiintegréldséért jar.)
(1 pont) = 25 < ~ 10,8386
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D.

6.*

Van egy dobozunk, amiben van 4 kék goly6. Legyen X ~ Pois()), valamilyen A > 0 szdmra. Ha X
legfeljebb kettd, akkor tegyiink X piros golyot a dobozba; ha X nagyobb, mint kettd, akkor nem tesziink
piros golyét a dobozba. Ezutan hizzunk ki egyenletesen véletlenszeriien egy golyét a dobozbdl. Annak
az esélye, hogy pirosat hizunk, éppen 0,7-szer annyi, mint hogy 1 db piros golyét tettiink a dobozba.
Mennyi a dobozba tett piros golydk szaménak varhaté értéke (mielétt kihiztunk volna barmit is)?

(1 pont) Jeldlje A azt, hogy pirosat hiizunk, és Y a dobozba tett piros golydk szamét.

(1 pont) Tudjuk, hogy P(A)=0,7-P(Y =1)

(1 pont) E(Y) =

(0 pont) Az {Y = 0} {Y =1}, {Y = 2} teljes eseményrendszer, ezért

(1 pont) a teljes valésziniiség tétele miatt

(Bpont) P(A)=PA|Y =0)PY =0)+PA|Y=1)PY =1)+PA|Y =2)P(Y =2)
(1 pont) P(A|Y =0) = O hiszen ha nincs plI‘OS goly6 a dobozban, akkor nincs mit kihtzni.
(I pont) P(A|Y =1) = 5 és P(A | Y = 2) = 2, klasszikus valdszintiséggel szamolva.

(141 pont) P(Y =1) = P(X = 1) = 21> hlszen X ~ Pois()),

és hasonléan, P(Y =2) =P(X = 2) /\—?e*)‘
(2 pont) Tehat
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(3 pont) E(Y) =0-P(Y =0) +1-P(Y =1) +2-P(Y = 2)
( ) =0+1-3¢3 4283

( )

Aladér, Béla és Cézar teniszeznek. Egy az egy ellen meccseket jatszanak, elsének Aladar jatszik Bélaval.
A soron kovetkez6 meccset mindig az el6z6 meccs nyertese jatssza azzal, aki legutébb nem jatszott. Ha
valaki kétszer egymds utan nyer, akkor 6 lesz a végsé gy6dztes, és nem jatszanak tovabb. A résztvevik
ugyanolyan gyakorlottak, igy mindegyikiik azonos eséllyel nyeri az egyes meccseket; tovabba feltessziik,
hogy egyik meccs sem dontetlen. Mi az esélye, hogy Aladar lesz a végs6 gyoztes?

(0 pont) Jelolés: Egy adott kimenetelhez tartozé meccs-sorozatot jeloljiink a gy6ztesek kezdSbetiiinek
sorozatdval, pl. ha a meccseket sorban Béla, Cézar, Aladar, Aladar nyeri, akkor ezt a kimenetelt BCAA
jeloli.

(4 pont) Otlet /Eszrevétel: Ha az elsé meccset Aladér nyeri, akkor amig senki nem nyer kétszer egymés
utan, addig a sorozat jel6lésében minden A utdan C, minden C utidn B és minden B utan A kell
kovetkezzen. Hasonléan, ha az els§ meccset Béla nyeri, akkor B utan C, C utén A és A utdn B kell
kovetkezzen, amig valaki kétszer nem nyer.

(4 pont) Emiatt a kedvezd esetek vagy A(CBA)*A, vagy (BCA)tA alakiak, ahol * jeloli az adott
részsorozat nulla- vagy tobbszori ismétlését, és T az egy vagy tobbszori ismétlését.

(1 pont) Jeldljikk V-vel az {Aladar a végs6 gy6ztes} eseményt. Ekkor

P(V) = P(V N {els6 meccset Aladar nyeri}) + P(V N {elsé meccset Béla nyeri})

(2 pont) =P (A(CBA)*A)+P ((BCA)T A) ahol a P(.)-ben 1évé jelolés azt az eseményt jeloli, amelyben
szereplo kimenetelek a megadott alaktak.

(2 pont) = S0 P (A(CBAYA) + Y, P ((BCA) A)

(2 pont) Eszrevétel: ha w olyan kimenetel, ami egy n hosszi sorozattal irhaté le, akkor P({w}) = 27",
a szorzasi szabaly miatt.

(2 pont) B(V) = 2 3220 (3)™ + 3 222, (3)™
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