Valészintiségszamitas

Zarthelyi dolgozat
Megoldéas

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Artimetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Az A és B esemény nelteggiif*, ha teljestil rdjuk, hogy

1 1 1
P(ANB) P(A)  P(B)

(*: a fuggetlen sz6 megforditva)

Legyen most A, B és C' harom olyan esemény, amik paronként nelteggiifok, tovibba BNC kizarja A-t.
Ha tudjuk, hogy P(B) = P(C) = 0,4 és P(AU BUC) = 0,6, akkor mennyi P(A)?

(2 pont) BN C kizarja A-t, (azaz AN (BNC) =10), ezért PLANBNC) =
(2 pont) (BN C) = 1/(0}4 + 0}4> =0,2.

2+1 pont) P(ANB) = 1/((1140 + 0}4), és ugyanez P(ANC)-re

(
(1 pont) Poincaré-formula alapjan:

(4 pont) PLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB)—-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
(

3 pont) Tehat ha P(A)-t z-el jeloljiik, akkor 0,6 = x+2-0,4—2- 1/(910 + 014> —0,240. (Az x jeldlés

bevezetése nélkil is jar a pont.)
2.04 -z

1 t) L lsitve: 0,6 = 0,6 —
(1 pont) Leegyszertisitve: 0,6 = = + 0, 2+ 04

(2 pont) Felszorozva, atrendezve: 0,8-x = x(x+0,4). Masodfoku egyenlet megoldésai: 1 = 0, x2 = 0,4.
(2 pont) Mivel P(A) > 0 (hiszen osztunk vele, és val6szintiség), ezért P(A) = 2 = 0,4.
(Ha a 0 is megoldésként van feltiintetve, de a 0,4 helyesen szerepel: 1 pont.) o
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2. Legyen X ~ B( ; 12) és A; = {X =i}, ahol i = 0,1,2. Egy nem nulla val6szinliségli B eseményrél
tudjuk, hogy a P(B | Ap) valészintiségnek P(B | A1) épp a kétszerese, illetve P(B | A2) a hdromszorosa.
Hatarozzuk meg a P(Ap | B) valésziniiséget.

(2 pont) P(B| A1) =2-P(B| Ap) és P(B | A3) =3-P(B | Ap)
(Ha rossz oldalra keriilt a szorz6: 0 pont.)
(1 pont) P(A;)) =P(X =i) (:=0,1,2)
2 49
(241 pont) X binomidlis eloszlast, ezért P(X =0) = (1 —p)" = (l) — = 0,3403.

) o5 12 144
Hasonléan, P(X = 2) = p" = (%) = o~ 0,1736.
(Ha a P(X = 2) mennyiség van helyesen kiszdmolva, de a P(X = 0) nincs, akkor 2 pont, a 2+1-b6l.)

(1?14p(2);1t21919()25: )=() 3 5 =3 ~04861. (Avagy IP(X 0)=1-PX=1)-PX =2) =
144 = %)
ont 1, A2, As teljes esemeényrendszer.

(1 pont) Ay, Ay, A3 telj ényrend

(1 pont) Bayes-tétel:
(4 pont)
P(B | Ag) - P(Ap)
P(B | Ag) -P(Ag) + P(B | A1) - P(A1) + P(B | As) - P(As)
(Ha az egyszerii Bayes-tételre és a teljes valdszintiség tételére kilon-kiilon van hivatkozva, vagy direkt-
ben a feltételes valdsziniliségek kibontasaval torténik a megoldas, akkor is jar a pont. A felirt egyenletek
helyes blokkjaira ardnyos részpontszam adhatd.)
(3 pont) Behelyettesitve a fentieket:

P(Ao | B) =

_ P(B | Ao) - 144
P(B | Ag) - 144 +2-P(B| Ao) +3 P(B | Ag) -

144

(2 pont) Leegyszeriisitve P(B | Agp)-lal:

49
— 144

49 35
m+2 2+3 144

(1 pont) = 5 ~ 0,1856.

3. Legyen X olyan valdszinliségi valtozo, amelynek stirtiségfiiggvénye valamilyen oo € R esetén

% ha z > 2
X

fx(z) = ! sbként
— = egyébként.
(4—z)?

Hatarozzuk meg E(X)-et.

3 pont) [T fx(z)dr =1
[T fx(z)de = [Fazr3da + [° a4 —z)3de =

o[S], e[ =a(0- b)) ra(i-0)=ta

)
)
)
0 pont) X folytonos valdszintiségi valtozd, ezért
)
)
)

E(X) = [ afx(x) da
4 pont) =4 [;F® 272 dx + 4]300 (4 — ) 3dr =

4 {f_—ﬂ;m +4 <[x(4§)‘2r_oo _pr o dx) -

(tpout) 4 (0+3) +4((5-0) - [ Y =s-4(4-0) =2

(1 pont) E(X) =2

(A logikailag teljes megolddshoz hozzd tartozna annak indoklésa is, hogy E(X) véges, de ennek hia-
nyaért nem vonunk le pontot. A végesség tobbek kozt gy vezethetd le, hogy mind az X pozitiv rész,

mind az X~ negativ rész véges varhat6 értékii. A varhaté érték szimmetria-érveléssel is kiszamolhato.)
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4. Béla szereti a nagyfelbontasi TV-ket, igy vesz egy 128K felbontastut. Mikor az megérkezik, dith6sen
konstatalja (az elektronmikroszképjaval a kezében), hogy 6t pixel hibds. Béla némi kutatémunkaval
kideriti, hogy annak az esélye, hogy két pixelhiba van a képen, pontosan annyi, mint annak az esélye,
hogy harom pixel hibas. Feltehetjiik, hogy az egyes pixelek egymastdl fiiggetleniil, azonos, egyenként
kis valészintiséggel hibasodnak meg. Mennyire volt peches Béla, azaz mekkora az esélye, hogy éppen
0t pixel hibasodik meg egy ilyen képerny6n?

(1 pont) X: hibés pixelek szdma
(2 pont) P(X =5) =7
(4 pont) X ~ P01s()\), indoklés: egyméastdl fliggetlen, azonos, kis valoszinliségli események koziil a

sikeres kisérletek szama.
3 pont) P(X =2) =P(X =3)
2

5. Nyuszika szeretne répatortat venni. A kérnyéken 4 cukraszdat ismer, amik koziil csak kettében arulnak
répatortat, de nem tudja melyekben. Amely cukraszdaban arulnak, ott sem minden nap van készleten:
az egyes napokon egymastol fliggetleniil, % eséllyel lehet répatortat kapni. Nyuszika minden nap egy
1j cukraszdat latogat meg (egyenletesen véletlenszeriien valasztva), amig nem talal olyat, ahol Arulnak
répatortat. Ha talalt ilyen helyet, akkor addig jar vissza ugyanide naponta, amig tortavasarlasa sikerrel
nem jAr.

(a) Mi az esélye, hogy a k-adik napon talal elészor répatortat druld boltot? (1 < k < 3)

(b) Ha mér megtaldlta a megfelel§ boltot, mi az esélye, hogy Gsszesen épp f-szer kell ideladtogatnia,
hogy végiil tortdhoz jusson? (1 < /)

(c) Osszesen, varhatéan hdny napba telik répatortahoz jutnia?
po nt) X: hanyadik napon talal el8szor répatortat arulé boltot. Igy az (a) kérdés: P(X = k) =?, ahol

2,3. (Ha az (a) feladat val. valtozé bevezetése nélkiil van megoldva, akkor is jar a pont.)
) (X—l) kedvezo:g:l

k

pon Osszes 4 2

pont) Szorza51 szabély (vagy egyéb szoveges indoklds) miatt: P(X =2) = 2.2 =1 ésP(X = 3) =
2 1
2.1 11
1'3

a csak az egyik eredmény helyes: 2 pont. Ha az eredmény nincs indokolva, legfeljebb 2 pont.)

(2
(1
(3
(H
(2 pont) Y: hdnyszor kell megldtogassa a boltot, ahol végre talal répatortat, hogy venni is tudjon. Igy
a (b) kérdés: P(Y = ¢) =7, ahol £ > 1. (Ha a (b) feladat valdsziniiségi valtozé bevezetése nélkiil van
megoldva, akkor is jar a pont.)

(3 pont) Y ~ Geo(%), indoklas: azonos eloszlast, fliggetlen kisérletek koziil az els6 siker idépontja.
-1
(1 pont) P(Y =¢) = (1 - %) 3
(2 pont) Hany napba telik répatortdhoz jutnia: X +Y — 1. (A —1-re azért van sziikség, mert az elsd
olyan nap, amikor olyan boltba megy, ahol arulnak répatortat, az beleszamit mind X, mind Y értékébe.
Ha a —1 hidnyzik a megoldasbdl, 1 pont.)
(3 pont) A varhat6 érték linearitdasa miatt E(X +Y —1) = E(X)+E(Y) — 1. (Ha csak az additivitdsra
van hivatkozas, akkor is jar a pont. Ha nincs indoklas vagy eléadasra hivatkozas, legfeljebb 2 pont.)
(1 pont) IE(X) =1-3+2-2+43.¢t=
(1 pont) E(Y) = 1/ mert Geo(%)

5 11
(1 pont) Tehdt E(X +Y —1)=5+3-1=% =~

3

w

,66

=
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6.* Adott két doboz, az elsében 10 db piros golyd, a masodikban 10 db kék goly6 van. A kovetkezd 1épés-
sorozatot hajtjuk végre: minden egyes korben elobb kivesziink egy véletlenszeriien valasztott golyot az
els6 dobozbdl, aztan egy véletlenszertien vilasztott golyot atrakunk a masodik dobozbdl az elsébe. Ezt
ismételgetjiik addig, amig el nem fogynak a golyék a méasodik dobozbdl. Végiil hiizunk egy golyot az
elsé dobozbdl, mi az esélye, hogy ez piros?

(1 pont) Eszrevétel: a "végiil" htizott goly6, a 11-edik hiizds eredménye.

(4 pont) Otlet: Szamozzuk meg a piros golydkat 1-t8l 10-ig.

(4 pont) Legyen A; = {végil az i-edik piros goly6t hizzuk}, ahol i = 1,2,...,10. Ekkor a vizsgalt
esemény, vagyis a {végiil piros golyét hizunk} éppen az A; események diszjunkt unidja.

(3 pont) Elég az A; események valésziniiségeit kiilon-kiilon meghatarozni, hiszen P(végiil piros golydt
hiizunk) = 212, P(A,)

(4 pont) Az észrevétel miatt A; = {nem hizzuk ki az i-edik piros goly6t az elsé 10 htzasban, de
11-ediknek igen}

10
(3 pont) Ezt felhasznalva, a szorzasi szabaly miatt P(A;) = (1%) . 1—10

10
(1 pont) Tehat a végeredmény: 210 P(4;) = (%) ~ 0,3487.




