Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

2. ZH javitdkules (2025.05.08. 18-20, E1B)

Az utmutaté mintamegoldédsokat tartalmaz. A pontszdmok tdjékoztatd jelleggel lettek megallapitva az ér-
tékelés egységesitése céljabol. Egy pontszdm elott szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a
megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl.
Ha ez ut6bbi kideriil, 4m a kérdéses 4llitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm
legaldbb részben jar.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért
pedig az utmutatdbeli pontozds intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Sz4-
molasi hib4ért dltaldban 1 pontot vonunk le.

1. a) Irjuk fel a jobbra lithaté LP feladat dudlisit (a primal feladatéhoz max 6x] + 2x + 10x3, ha
hasonlé alakban). o (10'p0}1‘t) 3| — xo+ 53 < 26
b) Igaz-e, hogy a primdl feladatnak x; =5, xp = —1, x3 = 2 optimalis
megolddsa, mig a dudlisdnak optimalis megolddsa az, ahol az els6 2xy —Tx3 > 16
harom valtozé értéke 1, a tobbié 0? (4 pont) 3x1+5x—2x3=6
x1+6x3 <21
x120,x <0
Megoldas: a) El6szor hozzuk sztenderd alakra a rendszert. Mivel a célfiiggvényben maximalizalunk, a line-

aris feltételek = és < alakiak lehetnek (a nemnegativitési feltételek megmaradnak). Igy a sztenderd alak az
alabbi:

max 6x; + 2x, + 10x3, ha A dualizalasi okolszabdlyok szerint a dudlis (DLP) feladat vél-
3x; —x0 4+ 5x3 < 26 tozoi a primél (LP) feltételeinek (az egyiitthatomatrix sorainak)
B felelnek meg, (1 pont)

—2xp+7x3 <16

pontosan azon dudl véaltozok nemnegativak, ahol a megfeleld
3x145x —2x3=06 primdl feltételben egyenlStlenség van, (1 pont)
x1+6x3 <21 mivel az LP-ben maximalizdlunk, a DLP célfiiggvényében
X <0 minimalizalunk, (1 pont)
x>0 az optimalizdlandé mennyiség pedig a dudl véltozéknak a primal
N feltételek jobb oldalaival vett kombinécidja, (1 pont)
(1 pont) a DLP linedris feltételeinek jobb oldalai a primdl célfiiggvény
egylitthatoi, (1 pont)
€s mivel a DLP is sztenderd alaku, = és > rel4cidk szerepelhetnek, mégpedig pontosan a nemnegativ primal
véaltozoknak megfeleld dudlis feltételeknél lesz egyenlStlenség. (1 pont)
Felrajzolhatjuk a szamérvezetot is: Ezek alapjan a DLP a primalihoz hasonl6 alakban:
0< min{26y1 + 16y, + 6y3 + 21y4}
X1 X2 X3 ha
0< 3 -1 5| <26 3y1+3y3+ysa==>6
0< y 0 —2 7| <16 —y1—2y2+35y3+ys =2
y3 3 5 =2 =6 Sy1+ 7y —2y3+6y4 =10
0< y4 1 0 6| <21 Y1,Y2,Y4,Y5 2 0
< 1 <
0< s 0 0 =0 (1 pont)
Z = =

(Itt az egyiitthatomdtrix helyes megdallapitdsara jar a pont, kiilon pont, ha x-nél a nempozitivitasi feltételt
nem a nemnegativitasi feltétellel anal6g médon, hanem a tanultaknak megfeleléen linearis feltételként értel-
mezziik.)



b) Az LP feltételeibe behelyettesitve az adott x,x,,x3 értékeket konnyen kiszamolhatjuk, hogy a megoldas-
jeloltiink mindegyiknek megfelel: a nemnegativitési feltételek trividlisak, a linedris feltételek pedig egyenld-

séggel teljesiilnek. A DLP-nél hasonl6 a helyzet. (1 pont)
A primadl és a dudl célfiiggvények értéke az adott megoldasra egyarant 48. (1 pont)
Mivel tetsz6leges primdl megolddsra a maximalizdlandé célfiiggvény értéke legfoljebb annyi, mint tetszdle-
ges dudl megolddsra a minimalizdland6 dual célfiigvény értéke, (1 pont)
nincs olyan LP megoldds, mely 48-nél nagyobb, sem olyan DLP megoldds, mely 48-nél kisebb célfiiggvény-
értéket eredményezne. (1 pont)

2. Bestigbhalozatot szerveziink a faluban. Informétoraink elkészitették azt a G grafot, melynek csticsai
a falu lakosai, és akkor van él két csics (lakos) kozott, ha azoknak van lehet6sége megfigyelni egymast
(ezek a lehetGségek kolcsondsek). Ismert tovdbbd a beszervezhetd lakosok B C V(G) halmaza, valamint
minden v € B beszervezhet$ lakos esetén a c(v) beszervezési koltség. Olyan hél6zatot szeretnénk kiépiteni,
hogy minden lakost legalabb hdrom besugoé tarthasson megfigyelés alatt (ez még a beszervezett lakosokra is
vonatkozik; persze Gnmagit senki sem figyelheti meg). Irjunk fol olyan IP feladatot, melynek segitségével

megkaphaté a minimélis beszervezési koltség. (9 pont)
Megoldds: Minden v € B beszervezhetd lakoshoz definidljunk egy x(v) véltozat, (1 pont)
melyek legyenek bindrisak, azaz Vv € B: x(v) > 0, x(v) < 1, x(v) € Z, (1 pont)
tervezett jelentésiik, hogy x(v) = 1 <= a v lakost beszervezziik. (1 pont)

A beszervezési feltételeket teljesitendd minden v € V(G)-re

Z x(u) >3

ueN(v)NB

linedris feltételt {frunk eld, ahol N(v) a v csics szomszédainak halmaza G-ben; szavakkal megfogalmazva
ez azt jelenti, hogy minden v lakosra vessziik az 6t megfigyelni képes, beszervezhetd u lakosokhoz rendelt

valtozok Osszegét, és ez legyen legalabb 3. (4 pont)
Igy tetszGleges megoldds esetén az {v € B: x(v) = 1} halmaz megfelel§ beszervezést ad, és barmely megfe-
lel6 beszervezés esetén a beszervezett lakosok valtozdit 1-re valasztva megoldast kapunk. (1 pont)
A koltséget minimalizdland6 a célfiiggvény legyen min},cpc(v)x(v). (1 pont).

3. a) Adjuk meg az édbran lathat6 graf egy minimadlis méretd
elvagd élhalmazat (vagdsat) a Nagamochi-Ibaraki-algoritmus
segitségével. Amikor egy 1épés sordn tobb csucs koziil is lehet
vdlasztani, akkor mindig azt vélasszuk, amelyik betlirendbe

sorolva a legels6 koziiliik. (11 pont)
b) Van-e olyan maxvissza sorrendje a csicsoknak, melyben b az
utolso cstcs? (5 pont)

Nagyon figyeljiink oda a graf atrajzolasanak és az algoritmus
lépéseinek pontos kivitelezésére, mert konnyti elrontani!

Megoldds: a) A pontok az alabbi bontdsban jarnak:

eljaras helyes ismerete (maxvissza sorrend keresése, utolsé csucs alapjan kapott vagésjelolt mérete és éleinek
halmaza, csucsosszeolvasztas): (4 pont)
eljaras lépéseinek helyes kivitelezése: (5 pont)
A kivitelezés részletei (maxvissza sorrendek a szdmozdas alapjan, minvagasjeloltek pirossal):



8
2
A(dfg,bceh) = deg(bceh) =2
A(b, ceh) = deg(ceh) = 4
1
A minimdlis véagasjeloltet a hatodik 1épésben kapjuk, mely
kettS éIbdl 4ll, melyek a {b,c,e,h} csticshalmazbdl 1épnek ki
az eredeti grafban. Ezek a ba és az ef élek, ezek tehdt egy
minimalis méretli vagast alkotnak (valéban: torolve Oket a
2 graf két komponensre hullik). (2 pont)
A(a,bcdefgh) = deg(bcdefgh) =3
b) Ha volna, és az utolsé el6tti cstics v, akkor a tanult lemma alapjan A (b,v) = d(b) = 4 volna. (1 pont)
De persze A (b,v) < d(v) is igaz (hiszen a v-bol kiléps élek is egy vb-vagast alkotnak), tehdt d(v) > 4 volna,
igy kizéar6lag v = e johet szdba. (2 pont)
Node ab, he, be elvagjak b-t és e-t, tehat A (b,e) < 3, ellentmondas. (2 pont)

4. Legyen G egy olyan graf, melynek Osszefiiggdségi szdma és élosszefliggdségi szama egyarant 10. Ve-
gylink két példanyt G-bdl, és hiizzunk be ezek kozé harom uj élt (tehdt mindegyik 4j élnek az egyik végpont-
ja G egyik példanyaban van, a mdsik végpontja a mdsikban), és jeloljiik a kapott grafot G’-vel. Mi lehet G’
Osszefiiggbségi és élosszefliggdségi szama?

(Ez esetleg fiigghet attdl, hogyan huztuk be az 1j éleket. Ha csak egy érték lehetséges, akkor hatarozzuk
azt meg. Ha tobb is, akkor adjuk meg a kérdéses szdmok legkisebb és legnagyobb lehetséges értékét (és
indokoljuk is meg, hogy azok miért a legnagyobbak / legkisebbek), majd az esetleges koztes értékeket is

vizsgaljuk meg, hogy azok koziil melyik realizalhat6.) (11 pont)
Megoldds: A hdrom tj élt kitorolve nem marad 6sszefiiggd, tehat G’ nem 4-élosszefiiggd. (1 pont)

Legfeljebb két élt tetszblegesen tordlve G mindkét példanya Osszefliggd marad (hiszen azok 9 €l torlését is
kibirjak), (1 pont)



€s a harom uj €l koziil legaldbb egy megmarad, tehidt megmarad az Osszefiigg6ség. (1 pont)

Tehét barhogyan is hizzuk be az 4j éleket, minden esetben A (G') = 3. (1 pont)
G’ nyilvan 6sszefiiggd, igy x(G') > 1. (1 pont)

Ha az 1j élek G egyik példanyaban k kiillonb6z6 csticsot fednek le (ahol 1 < k < 3), akkor K(G’ ) <k, hiszen
G megfeleld példanyabdl torolve az tj élek altal lefedett k csticsot megsziinik az 6sszes él G két példanya

kozott, (2 pont)
és mivel k(G) = 10, ezért [V(G)| > 11, igy nem torolhettiik az Gsszes csticsot ebbdl a példanybdl, tehét
valéban két komponens keletkezik. (1 pont)
fgy k(G') <k < 3. (1 pont)

Es k(G') = k valéban elSfordulhat k = 1,2,3-ra is: hiizzuk be tgy az \j éleket, hogy az egyik példanyban
k, a masikban 3 csucsot fedjenek. A korabbiak miatt csak azt kell belatni, hogy tetszdleges k — 1 csucsot
torolve Osszefliggd marad, és ez mindegyik esetben konnyen l4thato. (2 pont)
(A kétpontitt a k =2 és k = 3 eset vizsgdlatdra jar, a k = 1 esetre a jelen gondolatmenet szerint mar kordbban
kaptunk pontot.)



