Kombinatorikus optimalizalas (VISZMAOQ9)

1. P6tZH javitokulcs (2025.04.16. 18-20, Q-I)

Az utmutaté mintamegoldédsokat tartalmaz. A pontszdmok tdjékoztatd jelleggel lettek megallapitva az ér-
tékelés egységesitése céljabol. Egy pontszdm elott szerepld allitds kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a
megolddshoz vezetd gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl.
Ha ez ut6bbi kideriil, 4m a kérdéses 4llitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszdm
legaldbb részben jar.

Természetesen az ismertetettektdl eltérd, am helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért
pedig az utmutatdbeli pontozds intelligens kozelitésével meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Sz4-
molasi hib4ért dltaldban 1 pontot vonunk le.

Javitott valtozat

x—y+2z+4w <10

X—y+5z4+w>-2

X+2y—4z-2w= -2
z—w<H4

1. a) Tekintsiik a jobbra lathat6 egyenl6tlenségrendszert, és az O6ran tanult
Fourier—Motzkin-eliminéci6 segitségével dontsiik el, hogy megoldhat6-e. Ha
igen, adjunk meg egy olyan megolddst, melyben w = 4. Ha nem, akkor adjunk
erre a Farkas-lemmadban szerepld bizonyitékot. (10 pont)
b) Milyen p € R szdmokra van olyan megolddsa a rendszernek, melyre z = p?

(4 pont)

Megoldds: a) Eloszor is hozzuk sztenderd alakra (minden > egyenl6tlenséget < alakdra {runk 4t negativ
szorz6 segitségével): (1 pont)

x—y+2z+4w < 10
—X+y—5z—-w<2
x+2y—4z-2w< =2
—x—2y+4z4+2w <2
z7—w<4
A kovetkezbekben a kibdvitett egyiitthatomatrixszal dolgozunk dgy, ahogy az 6ran tanultuk: sorra elimindl-
juk a véltozokat ugy, hogy az adott valtoz6ot nemnulla egyiitthatval tartalmazé sorokat alkalmas nemnegativ
szdmmal szorozva elérjiik, hogy az elimindland6 valtozé egyiitthatdja -1 legyen, majd az 6sszes, az adott
valtozot +1 egyiitthatoval tartalmazo sort 0sszeadjuk az Osszes, az adott valtozot —1 egyiitthatoval tartal-
maz6 sorral, és az eredményiil kapott sorokat, valamint az adott valtozét 0 egyiitthatéval tartalmazé sorokat
irjuk az U matrixba. Ezt az eljardst folytatjuk, mig az Osszes véltozot elimindltuk, vagy tilos sort kapunk
(minden egyiitthat6 O, de a jobboldal negativ). A mintamegolddsban az x, y, z, w sorrendben eliminéljuk a

valtozokat. (0,...,0|p) sor p > O-ra trividlis, elhagyhatd, ismétléds sorok szintén. (4 pont)
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1 2 -4 =22 0 3 -9 3|0 0 1 -3 —1lo
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00 1 —1|4
Mivel nem kaptunk tilos sort, a tanultak szerint az egyenl&tlenségrendszer megoldhato. (1 pont)

(A kozE€pso (4 pont) arra jar, ha valaki az eljaras 1épéseit ismeri és sikerrel alkalmazni is tudja. Az el6b-
bi kideriilhet szovegszerli megfogalmazasbdl, de annak hijan az elvégzett 1€pésekbdl is; utdbbi a 1épések



kivitelez€sébdl lathat6. Aki felidézi ugyan a vonatkoz6 elméletet, de egyaltalan nem demonstralja, hogy
alkalmazni is képes azt a feladatra, az (0 pont)-ot kap.)

A tanultak alapjdn Ggy kaphatunk egy megoldast, ha a véltozok elimindlési sorrendjét megforditva az adott
valtozénak az elimindldsdt megel6z6 utolsé dllapotnak megfelelden valasztunk megengedett értéket, majd
ezt rogzitve haladunk tovabb a kovetkezd valtozodra.

A feladat alapjan w = 4 adott. A z utolsé el6forduldsa az 6todik matrixban van, a feltételek a w = 4 helyet-
tesitéssel 0 < z <0, tehdt z = 0 adédik. A harmadik matrix alapjan 4 <y < 4, azaz y = 4 adédik. Az els6é

matrix alapjan —2 <x < —2, azaz x = —2. [gy x = =2, y =4, z =0, w = 4 egy j6 megoldas. (5 pont)
b) Azt tanitottdk, hogy az elimindci6 sordn kapott valamelyik 4j egyenletrendszernek van megoldasa, akkor
az eredetinek is. (1 pont)

Nézziik az 6todik matrixot, azaz a —z+w < 4 és z—w < 4, atfogalmazva a —4 < z—w = 4 rendszert. Ennek
persze van megoldasa tetszleges z = p € R esetén: ekkor z = p, w =44 p megoldésa az 6tddik rendszernek.

(2 pont)

A fentebb felidézett ismeretek alapjan ekkor az x €s y valtozo értékei is megvalaszthatdk ugy, hogy az eredeti
rendszer egy megoldasat kapjuk, melyben z = p. Tehdt minden p-re van megfelelé megoldas. (1 pont)
2. Az oldalt 1athaté matrix az {A1,A,A3,A4} és {B1,By,B3,B4} csticsosz- ’ H B ‘ B, ‘ Bs ‘ B.

talyokkal rendelkezd, élstlyozott, teljes paros graf élsilyait tartalmazza: az
A;Bj €l silya az A; index( sor €s a B; index( oszlop metszetében 4ll6 szam.
Keressiink a grafban minimalis sulyu sulyozott lefogast a magyar modszer
segitségével. (10 pont)

Al | S]] 91416
A || 2| 8|52
Ay || 28] 3|3
Ag | 41964
Megoldas: A magyar mddszer 1épéseit kovetve egy lehetséges lefutdsa sordn kapott silyozott lefogasok,

illetve egy teljes parositds bekeretezve: (8 pont)
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A lefogas sulya 23, a teljes parositasé szintén 23, és mivel elobbi sosem lehet kisebb az utobbindl, a talalt

sulyozott lefogds a lehetd legkisebb 0sszsulyu. (2 pont)
3. a) A Zabhegyez0 Bt. kétféle zabot (Z; és Z) hegyez. A Z; zab kihegyezve 4x+3y <132
kévénként 5 fabatka hasznot hoz, a Z, zab 3 fabatkat. A technoldgiai adott- 2x+y <58
sdgok a jobbra olvashat6 feltételeket r6jak a naponta kihegyezhet6 kévék x és x4 2 ; 94
y szdmadra (x jeloli a Z;, y a Z, zabbdl hegyezendd kévék napi mennyiségét). 4 ; 0

Xy 2z

Hatdrozzuk meg, melyik fajta zabbdl hany kévét kell naponta kihegyezni ah-
hoz, hogy maximalizéljuk a bevételt. (10 pont)

b) A KKV-k termelékenységének fokozdsiért felel6s kormanybiztos kvétat irt el a Zabhegyez6 Bt. éltal
naponta kihegyezendd kévék minimdlis Osszesitett szimara, melyet p kéve per napban allapitott meg. A
Zabhegyezd Bt. elemzdi szerint az intézkedés hatdsa a cégre a kovetkez6: alkalmas p; < p, értékekre, ha
p < p1, akkor a cég nem véltoztat a (kordbban megéllapitott) termelési stratégidjan; ha p; < p < p,, akkor a
Bt. bevétele csokkenni fog, ha pedig p > p», akkor be kell zarni a céget, mert nem tudja teljesiteni a kvotat.
Igazoljuk ezt az éllitast, €s hatdrozzuk meg py és po értékét. (4 pont)
Megoldas: a) A maximalizdlandé mennyiség S5x + 3y. (1 pont)
Szamoljuk ki a feltételek hataregyeneseinek metszéspontjait.



| y=0|4x+3y=132| 2x+y=58 | 3x+2y =94

x=0 (0,0) (0,44) (0,58) (0,47)
y=0 (33,0) (29,0) (31+1,0)
4x+3y =132 (21,16) (18,20)
2x+y=1358 (22,14)
A feltételek ellendrzésével adddik, hogy a megolddsok P tartomdnyénak csicsai: (0,0), (0,44), (18,20),
(22,14), (29,0). (6 pont)
A tanultak szerint a célfiiggvény felveszi az optimadlis értékét valamelyik csticsban, igy elég ezekre megha-
tarozni a célfiiggvény értékét, és kivdlasztani a maximalisat. (2 pont)
csdcs || (0,0) | (0,44) | (18,20) | (22,14) | (29,0)
5x+3y| 0 | 132 | 150 | 152 | 145
A maximdlis napi bevétel tehat 152 fabatka. (1 pont)
b) A napi kvoéta az x +y > p feltétellel egésziti ki a rendszert. A jelenlegi (optimdlis) megoldasra x +y =
22 4 14 = 36, tehat ha p < 36, nincs sziikség mddositasra (és nem is lenne hasznos). (1 pont)
Ha p > 36, akkor muszdj més (x,y) érték utdn nézniink, az viszont nem érheti el a kordbbi bevételi szintet
(egyetlen optimadlis megoldds volt az eredeti feladatra), tehat a bevétel csokken. (1 pont)

Az x4y fiiggvény (mint célfiiggvény) maximalis értéke a P megengedett tartomdnyon szintén valamelyik
csdcsban vétetik fel, konnyen kiszdmolhatéan a (0,44) csticsban. Ennek okdn, ha p > 44, akkor nincs olyan
megoldds, ami teljesiti a kvotat, a cég lehtizhatja a rolét. Tehét az elemzdk helyzetértékelése helytalld, és
p1 =36, pp =44, (2 pont)

4. A jobbra l4that6 dbra azt reprezentdlja, hogy a drogcsem-
pészek az s forrdsorszagbdl a ¢ célorszagba az {a,...,h}
tranzitorszagokon keresztiil milyen ttvonalakon szallitjdk a
portékdjukat. Az élekre irt szdmok a két adott orszag vi-
szonylataban tevékenykedd csempészbanddk szamit jelo- S
lik. Hatdrozzuk meg, hogy legkevesebb hany csempészban-
dat kellene felszamolni ahhoz, hogy ne lehessen drogot jut-
tatni s-bdl ¢-be. (12 pont)

Megoldas: Az 0sszes st csempészitvonal felszamoldsdhoz egy st-vagasbol kilépo éleken kell felszamolni a
banddkat. Ha az élekre irt szimokat kapacitdsként értelmezziik, akkor ez éppen a vagas kapacitasa. A kérdés
tehat valdjaban az, hogy az adott hdlézatban mekkora a minimalis sz-vagas kapacitasa. (2 pont)
A tanult MFMC algoritmust alkalmazzuk. Az s,a,b,t(+5), s,a,c,e,t(+11), s,d, f,e,t(+7) és s,g,h,t(+9)
utakon a zardjelben jelzett értékekkel novelve a (kezdetben minden élen 0) folyamot egy 32 nagysagu folya-
mot kapunk. (4 pont)
Erre a folyamra nézve nincs javit6 tt: az s-bdl a megfeleld segédgrafban elérhetd csiicsok halmaza X =
{s,a,c, g}, ennek a vagasnak a kapacitdsa a kilépd élek (sd, ab, ce, gh) kapacitdsosszege, azaz 7+5+ 11+
9 =32. (4 pont)
A tanultak alapjan semelyik vagds kapacitdsa nem lehet kisebb semelyik folyam nagysdgéanal, és mivel van
32 nagységu folyam, a taldlt X vdgds minimélis. Igy legaldbb 32 csempészbandat kell felszamolni. (2 pont)

(A korabban kozzéadott javitokulcsban a FM eliminécid utolso el6tti matrixdnak utolsé sordnak jobb oldala
tévesen —4 volt, igy az utols6 métrix is mds; a magyar médszeres feladatban a kiindudlis stilyozott lefogdsban
a harmadik oszlop stlyaként 7 szerepelt, pedig az helyesen 6; illetve az LP megolddsdban a b) részben x +y
maximuma konnyen lathatéan nem a (18,20), hanem a (0,44) pontban vétetik fol, igy p, = 44.)



