Kombinatorikus optimalizalas 2024. II. félév

11. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme . hu)

Tudnivalék. Definicié. A G = (V,E) iranyitatlan graf elvdgd éle (elvdgd pontja) a G olyan e éle (olyan v pontja),
amelyre (G — e)-nek ((G — v)-nek) tobb komponense van, mint G-nek. A G graf 2-élisszefiiggd, ha G Osszefiiggd és
G-nek nincs elvagé éle. A G graf 2-osszefiiggd, ha G 0sszefiiggd, legaldbb 3 cstcsa van €s G-nek nincs elvagoé pontja.
A blokk olyan 6sszefiiggd graf, aminek nincs elvagd pontja (azaz vagy Kj, vagy K>, vagy egy 2-0Osszefiiggd graf.) A
G maxblokkja a G egy tartalmazasra nézve maximadlis blokk részgrafja (azaz olyan részgraf, ami blokk, de nincs benne
masik blokk részgrafban), a G 2-komponense pedig a G tartalmazasra nézve maximalis 2-é10sszefiigg6 részgrafja.
Megfigyelés. Tetszdleges G véges, iranyitatlan graf esetén

(1) A G 2-komponensei a G elvago éleinek elhagyasaval kapott graf komponensei.

(2) A 2-komponensek faszertien csatlakoznak egymdashoz G elvigé élei mentén. (Minden 2-komponenst egy-egy cstcs-
ba 6sszevonva G-bdl egy kormentes grafot (erd6t) kapunk.)

(3) A G maximadlis blokkjai faszerlien csatlakoznak egymdshoz. (Azaz a T»(G) graf erdd, ahol 7>(G) csicsai a G
blokkjai és G elvagd pontjai, élei pedig az illeszkedd blokk-elvagd pont parok.)

Definicié. A G graf K 2-komponense levél, ha K a G-nek pontosan egy elvago éléhez csatlakozik. A K 2-komponens
izoldlt, ha nem csatlakozik hozzd G egyetlen elvagd éle sem, azaz ha K a G egy olyan komponense, ami 2-é16sszefiiggd.
Definicio. A G graf levélblokkja a G olyan B blokkja, amely G-nek pontosan egy elvagd pontjat tartalmazza. A B
blokk izoldlt, ha B nem tartalmazza G egyetlen elvagd pontjit sem, més széval a B blokk a G egy komponense.

Tétel. A G grafba a 2-él6sszefiiggbség eléréséhez behizandoé élek minimadlis szama {ww , ahol £(G) ilL. ¢'(G)
a G levél ill. izolalt 2-komponenseinek szdmadt jeloli.

Tétel. A G grifba a 2-6sszefiiggdség eléréséhez (azaz G blokkjainak sszeolvasztdsdhoz) behtizandé élek minimalis
szdma max {b(G) 1, [M] } ahol m(G) ill. m'(G) a G levél ill. izoldlt blokkjai szdma, b(G) pedig a G-bdl
egy cstcs elhagyasaval keletkezd graf komponenseinek maximalis szama.

Tétel. Ha G 2-él6sszefiiggd, akkor G-nek van fiilfelbontdsa, azaz G megkaphat6 egy csiicsbdl fiillek egyenkénti hozza-
addsdval. Fiil alatt itt egy olyan utat értiink, amelynek mindkét végpontja az eddig felépitett grafban van, a tobbi csticsa
pedig nem szerepel az addig felépitett grafban. A fiil két végpontja lehet azonos. Megforditva is igaz: ha egy grafnak
van ilyen fiilfelbontdsa, akkor 2-é10sszefiiggo.

Tétel. Ha G 2-6sszefiiggd, akkor G-nek van fiilfelbontdsa nyilt fiilekkel, azaz G megkaphat6 egy korbdl fiilek egyen-
kénti hozzdaddsédval. Fiil alatt itt egy olyan utat értiink, amelynek két végpontja az eddig felépitett grafon van, a tobbi
csuicsa pedig nem szerepel az addig felépitett grafban, €s a fiil két végpontja nem lehet azonos. Megforditva is igaz: ha
egy grafnak van ilyen fiilfelbontdsa, akkor 2-6sszefiiggd.

Gyakorlatok

1. Legyenek a G graf cstcsai a 42-nél kisebb (pozitiv) primszamok, és pontosan akkor fusson €l két kiillonbozo, u és v
csucs kozott, ha u — v oszthato ottel, vagy u + v kétjegyl primszam.

a) Rajzoljuk fol G-t.

b) Rajzoljuk f6l a G 2-komponenseibdl és elvago éleibdl all6 erd6t. Hatdrozzuk meg, legkevesebb hdny él behizasaval
tehetd G 2-élosszefiiggdvé, és mutassunk is példat megfeleld élek behizasara.

¢) Rajzoljuk {6l a 7> (G) gréafot. Hatdrozzuk meg, legkevesebb hény él behtizdsdval tehetd G 2-Osszefiiggbvé, és mutas-
sunk is példat megfelels élek behuzdsara.

2. Tegyiik fel, hogy a G Osszefiiggd grafnak van olyan 2-komponense, amely G minden elvigd élének tartalmazza
valamelyik végpontjit. Hogyan fiigg a G 2-komponenseinek szdmatdl azon élek minimadlis szima, amelyeket behtzva

G-be a kapott graf 2-élosszefiiggdvé valik?

Megoldds: A feladatbeli feltétel azt jelenti, hogy a széban forgé 2-komponensen kiviil G minden mas 2-komponense
levélkomponens, és G minden elvdgé éle mentén egy-egy ilyen levélkomponens kapcsolddik a széban forgd 2-komponenshez.

E(G)+2€’(G)—‘
2

Az 6ran tanult tétel szerint a 2-€16f tulajdonsag eléréséhez sziikséges élek minimadlis szdma { , s a mi ese-

tinkben ¢'(G) = 0, ¢(G) pedig G elvagé éleinek szdma, legaldbbis akkor, ha a ,.kdzponti” 2-komponens nem levél-
komponens. Ennek megfelelen a formula nem mas, mint {g] , ahol £ a G elvago éleinek szama. Ha pedig a kozponti
2-komponens is levélkomponens, akkor ebbdl is pontosan egy elvagé €l indul ki, amikoris G-nek 0sszesen egy elvagd
éle, és 2 db levél 2-komponense van, dm a formula szerencsére ekkor is helyes, hiszen egy élre van sziikség a 2-é16f
tulajdonsag eléréséhez, és a formula is ennyit ad.

Egyébként az orai tétel alkalmazdsa nélkiil is l14tszik, hogy % él behuizdsaval elérhet6 a 2-€16f tulajdonsdg. Ha ugyanis
a levélkomponenseket dsszeparositom €s a parokat a egy-egy €l mentén Osszekotjiik, majd az esetlegesen kimaradd
parositatlan levélkomponenst (mondjuk) a kézponti komponenshez kotjiik be, akkor épp {ﬂ élt haszndlunk, amiknek



a behuizédsa utdn nem marad elvago él, tehat G-t csakugyan 2-é16f-vé tettiik.

3. Tegyiik fel, hogy G olyan Osszefiiggd graf, melynek 11 maxblokkja és 6 elvdgd pontja van. Igazoljuk, hogy 5 él
behtizdsaval elérhetd, hogy G 2-szeresen (pont)0sszefiiggd legyen.

Megoldds: A tanultak szerint sziikséges élek min. szdma max(b(G) — 1, M

blokk (m’(G) = 0); mivel 1-nél tobb elvagd pont van, ezért nem lehet minden maxblokk levélblokk, tehat m(G) < 10.
Akkor kéne legaldbb 6 él, ha b(G) > 7 lenne. De ekkor a 7-es elvagd ponttdl kiilonb6z6 minden elvagd pontot tartal-
mazza egy olyan maxblokk, ami az adott pont elhagydsakor a 7-es elvdgd pontot nem tartalmazé komponensbe esik,
és ezek a maxblokkok paronként kiilonboz6k. De ekkor legalabb 7 + 5 = 12 maxblokkja lenne G-nek, ami lehetetlen,
kész vagyunk.

]). Mivel G &f, nincs izoldlt

Megjegyzés: ugy is érvelhetiink b(G) < 6 aldtdmasztasdra, hogy vessziik az elvagé pontokon és a maxblokkokon
definidlt 7, (G) grafot, mely jelen esetben fa (dltaldban is erdS). Ennek 17 csticsa van, igy élszdma 16. Minden elvagd
pont foka 7>(G)-ben legaldbb 2, és T»(G) élszamat megkapjuk vgy, ha osszeadjuk az elvdagd pontok fokszamait (mivel
minden €l egy elvagé pontot és egy maxblokkot kit 6ssze, igy mindegyik élt pontosan egyszer szamoljuk). Ha b(G) >7
lenne, akkor a megfelel6 elvagd pont foka legaldbb 7 volna, a tobbié legalabb 2, igy az elvagd pontok fokszdmainak
Osszege legaldbb 7+ 5-2 = 17 lenne, de az el6bbiek alapjan 16 kéne legyen.

4. Igazoljuk Robbins tételét: egy G irdnyitatlan graf éleinek pontosan akkor van erdsen Osszefiiggd irdnyitdsa, ha G
2-¢losszefiiggd. (Egy D irdnyitott graf akkor er6sen 6sszefiigg6, ha barmely u, v csticsra 1étezik D-ben irdnyitott uv-ut.)

Megoldds: Tegyiik {6l el6szor, hogy G nem kétszeresen élosszefiiggd. Ekkor vagy egyéltalan nem 0sszefiiggd, és akkor
nyilvan nincs erdsen 0sszefiiggd irdnyitdsa; vagy Osszefiiggd, de van olyan uv éle, melyet elhagyva két komponens
keletkezik, A és B, mondjuk u € A, v € B (tehat A és B kozott az egyetlen €l az uv). Vegylink az élek egy tetszbleges
megirdnyitadsat. Ha az uv él uv irdnyit4ssal szerepel, akkor v-b6l u-ba nem tudunk eljutni; ha vu irdnyitdssal szerepel,
akkor meg u-bdl v-be. Tehat ha G nem kétszeresen €losszefiiggd, akkor nem iranyithat6 er6sen 6sszefiigg6vé.
Misodszor tegyiik fol, hogy a graf kétszeresen élosszefiiggd. Ekkor van fiilfelbontasa. Allitsuk hét el G-t fiilek egymas
utdni folragasztdsdval. Minden l1épésben az 1j fiil éleit irdnyitsuk a fiill mentén ugyanazon irdnyba (mindegy, hogy a
kettd lehetdség kozil melyikbe). Az elsd fiilnél igy egy korbeirdnyitott kort kapunk, ami persze erdsen Osszefiiggdo.
Konny( ellendrizni, hogy ha a mar felépitett graf irdnyitdsa er6sen Osszefiiggd, akkor egy uj fiilet hozzavéve és a
leirt médon megirdnyitva djra er6sen Osszefiiggd grafot kapunk, igy a folyamat végén a G-nek egy erfsen osszefiiggd
irdnyitasat kapjuk. Tehat ha G kétszeresen 6sszefiiggd, akkor van er6sen of irdnyitésa.

5. Igazoljuk, hogy ha G-nek van fiilfelbontdsa, akkor G barmely két fiilfelbontdsa ugyanannyi fiilet tartalmaz.

Megoldds: Barmilyen fiilet is ragasztunk egy grafra, ennek nyoman az djonnan bevett csicsai szamanal eggyel tobb U]
él keletkezik. Ha a fiilfelbontds 1 cstcsbdl indul, akkor a kiinduldsi grafnak 1 csticsa és O éle volt, és minden fiil 1-gyel
novelte az €élszam és cstcsszam kiilonbségét, ezért ha G-nek van fiilfelbontdsa, abban pontosan |E(G)| — |V(G)| + 1
fiilnek kell szerepelnie, barmelyik fiilfelbontast is tekintjiik. Ha a fiilfelbontds korbdl indul (és ezt nem tekintjiik
fiilnek), akkor a kiinduldsi grafban a csicsok és élek szama azonos, de itt is minden fiil 1-gyel noveli az élszdm és a
csicsszam kiilonbségét, igy (a koron kiviil) még |E(G)| — |V(G)| fiilre lesz a felbontasban.

6. Tegyiik fel, hogy a G graf 2-é16f és nincs 2-foku csicsa. Bizonyitsuk be, hogy van G-nek olyan e éle, amire a G — e
graf is 2-él6f. Igaz-e hasonlé allitas a 2-€16f helyett 2-6f tulajdonsaggal?

Megoldds: Mindkét allitas igaz. Tekintsiik G egy fiilfelbontasat, és nézziik az utolsé fiilet. Ez vagy a keresett e €l,
vagy tartalmaz 2-foku pontot. Mivel az utébbi lehetetlen, az utolsé fiil egy él. Ezt elhagyva a grafbdl a fiilfelbontdsunk
megmarad (csak eggyel kevesebb fiillel), tehat az eredmény is 2-(é1)6f.

7. Tegyiik fel, hogy a G Osszefiiggd grafnak van olyan maxblokkja, amely tartalmazza G minden elvagd pontjat.
Tervezziink olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz megtaldl egy olyan minimalis méretdi élhalmazt,
melynek kiépitésétdl a kapott graf 2-szeresen (pont)osszefiiggdvé valik.

Megoldds: A széban forgé maxblokkon kiviil minden mds maxblokk levél, és a behtizandé élek szdma legaldbb a levél-

blokkok szdménak fele, azaz legaldbb {@—‘ . Azonban ugyanazon az elvdgd ponton tobb levélblokk is kapcsolédhat,

igy figyelni kell arra is, hogy legaldbb b(G) — 1 élre van sziikség. Az eljards ezért a kovetkez6. Ha a levélblokkok dssze-
parosithatok dgy, hogy minden par két tagja kiilonb6z6 elvagd pontokhoz tartozzék (esetleg egy kimaradé maxblokk
megengedésével, akkor a parok kozé éleket behizva, a kimaradé maxblokkot pedig tetszéleges masik maxblokkhoz

hozzékotve (de nem az elvagd pontjabol indulé éllel) [@—‘ élt hasznédlunk. Ez optimdlis megoldas.

Ha viszont nem lehet a levélblokkokat igy parositani, annak az oka, hogy »(G) tobb mint fele a levélkomponensek sza-



mdnak. Ekkor a b(G) — 1 db azonos elvdgé pontra illeszkedd levélblokkbdl annyit, amennyit lehet més elvagé ponton
iil6 maxblokkal kétiink 6ssze, a b(G) maxblokkbdl ezek utdn megmaradé k maxblokkot pedig pedig ugy kotozgetem
Ossze k — 1 €llel, hogy az elvagé pont elhagyasaval keletkezo részeik 6sszefiiggd grafot alkossanak. (Tkp egy egy fat
épitek az elvago pont elhagyasaval keletkez6 komponenseken.)

8. Tegyiik fel, hogy a G grafnak olyan fiilfelbontdsa van, amelyben minden fiil paratlan sok €It tartalmaz. Mutassuk
meg, hogy G minden v cstcsdhoz taldlhaté G egy olyan M parositdsa (azaz ko6zos végpont nélkiili éleinek halmaza),
hogy a v cstics kivételével G minden csucsdra illeszkedik M-beli él.

9. Adjunk meg olyan eljarast, ami tetszéleges irdnyitatlan G input graf esetén meghatdrozza a legkisebb olyan k pozitiv
egész szamot, amire hozzdadhaté G-hez k €l tigy, hogy a kapott graf 2-szeresen €é10sszefiiggd legyen, €s a hozzaadott
élek utat alkossanak.

Megoldds: Ha G minden 2-komponense izolalt, akkor ha G Osszefiiggd, akkor O a vdlasz. Ha G nem Osszefiig-
g6, és minden 2-komponense 1-pontd, akkor G-nek nincs éle, ezért barhogyan is adunk hozz4 egy utat, nem lesz
2-élosszefiiggd.

Minden egyéb esetben vagy van G-nek olyan izolélt 2-komponense, ami legaldbb 2 cstcsot tartalmaz, vagy van G-nek
két olyan levél 2-komponense, amik ugyanahhoz a komponenshez tartoznak.

Ugy adunk hozz4 egy utat G-hez, hogy az minden izolalt és levél 2-komponenst érintsen, tovabb4, ha van egy legaldbb
kétcsucst izoldlt 2-komponens, akkor annak egyik csicsdbdl induljon és egy mdésikba érkezzen, ill. ha ilyen nincs,
akkor egy levélkomponensbdl induljon, és ugyanezen komponens egy masik levélkomponensébe érkezzen az tit. Egy
igy konstrualt it hozzdaddsa nyomén egyetlen elvagé él sem marad a kapott grafban, tovabbad az ilyen it £(G) +¢'(G) —
1 élt tartalmaz. Mivel minden izoldlt és levél 2-komponenst érintenie kell a hozzaadott éleknek, ezért ennél kevesebb
éld uttal nem lehet megoldani a feladatot, ez tehat a keresett minimum.

10. Igazoljuk, hogy minden erésen Osszefiiggd G graf el6allithat6 egy irdnyitott korbdl kiindulva irdnyitott fiilek egy-
mads utdni hozzédvételével.

Megoldds: Az 6rai bizonyitas irdnyitott esetben is elmondhat6 a kovetkez6 médon. Tetsz. uv €l esetén uv egy vu-tittal
irdnyitott kort alkot, kiinduldsnak épp j6. Ha a félkész grafrol lelég egy €1, akkor a megkonstrudlatlan csticsbdl/csicsba
van irdnyitott it a mar megkonstrudlt csicsokba/csicsokbdl. Ez az tt a lelogo éllel egyiitt egy irdnyitott fiilet alkot. Ha
mar G minden cstcsat megkonstrudltuk, akkor a hidnyzo6 élek fiilekként hozzdvehetdk.

11. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan fiilfelbontdsa, amelyikben az elsd fiil egy C3, minden tovabb fiil pedig 2
élt tartalmaz. Bizonyitsuk be, hogy G minden éle kiszinezhetd a piros, fehér vagy zold szinek valamelyikére gy, hogy
egyetlen €l kap fehér szint, tovabba a piros élek a fehér éllel egyiitt a G egy feszit6fajat alkossdk, valamint a zold élek
a fehér éllel egyiitt szintén a G egy feszitofajat alkossak.

Megoldds: A Cj éleit nemzeti szintire szinezziik. Minden tovébbi fiil egyik élét pirosra, a masikat zoldre festjiik. Igy
minden félkész grafnak (és a végén a késznek is) lesz egy fehér éle, ami akar a pirosakkal., akar a zoldekkel egyiitt
feszitdfat alkot.



