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Tudnivaldk. Definicié. A G = (V,E) iranyitatlan graf elvdgé éle (elvdgs pontja) a G olyan e éle (olyan v pontja),
amelyre (G — e)-nek ((G — v)-nek) tobb komponense van, mint G-nek. A G graf 2-élosszefiiggd, ha G Osszefiiggs és
G-nek nincs elvago éle. A G graf 2-0sszefiiggd, ha G 0sszefiiggd, legaldbb 3 csticsa van és G-nek nincs elvagé pontja.
A blokk olyan 6sszefiiggd graf, aminek nincs elvdgd pontja (azaz vagy Kj, vagy K, vagy egy 2-Osszefiiggd graf.) A
G maxblokkja a G egy tartalmazasra nézve maximadlis blokk részgrafja (azaz olyan részgraf, ami blokk, de nincs benne
masik blokk részgrafban), a G 2-komponense pedig a G tartalmazdsra nézve maximalis 2-él6sszefiiggs részgrafja.
Megfigyelés. Tetsz6leges G véges, iranyitatlan graf esetén

(1) A G 2-komponensei a G elvago éleinek elhagydsaval kapott graf komponensei.

(2) A 2-komponensek faszertien csatlakoznak egymashoz G elvigoé élei mentén. (Minden 2-komponenst egy-egy csucs-
ba 6sszevonva G-bdl egy kormentes grafot (erd6t) kapunk.)

(3) A G maximadlis blokkjai faszerien csatlakoznak egymashoz. (Azaz a T»(G) graf erdd, ahol 7>(G) cstcsai a G
blokkjai és G elvagd pontjai, élei pedig az illeszkedd blokk-elvagd pont parok.)

Definicié. A G graf K 2-komponense levél, ha K a G-nek pontosan egy elvagd €léhez csatlakozik. A K 2-komponens
izoldlt, ha nem csatlakozik hozzd G egyetlen elvagé éle sem, azaz ha K a G egy olyan komponense, ami 2-é16sszefiigg6.
Definicié. A G graf levélblokkja a G olyan B blokkja, amely G-nek pontosan egy elvagd pontjat tartalmazza. A B
blokk izoldlt, ha B nem tartalmazza G egyetlen elvagé pontjat sem, mds széval a B blokk a G egy komponense.

Tétel. A G grifba a 2-élosszefiiggdség eléréséhez behizandd élek minimdlis szdma {w] , ahol £(G) ilL. ¢/(G)
a G levél ill. izolélt 2-komponenseinek szamét jeldli.

Tétel. A G gritba a 2-6sszefiiggdség eléréséhez (azaz G blokkjainak sszeolvasztdsdhoz) behtizandé élek minimalis
szdma max {b(G) 1, [M] } ahol m(G) ill. m'(G) a G levél ill. izoldlt blokkjai szdma, b(G) pedig a G-bdl
egy csucs elhagydsdval keletkezd graf komponenseinek maximadlis szdma.

Tétel. Ha G 2-él6sszefiiggs, akkor G-nek van fiilfelbontdsa, azaz G megkaphat6 egy csiicsbdl fiillek egyenkénti hozza-
addsaval. Fiil alatt itt egy olyan utat értiink, amelynek mindkét végpontja az eddig felépitett grafban van, a tobbi csticsa
pedig nem szerepel az addig felépitett grafban. A fiil két végpontja lehet azonos. Megforditva is igaz: ha egy grafnak
van ilyen fiilfelbontasa, akkor 2-€l6sszefiiggd.

Tétel. Ha G 2-6sszefiiggd, akkor G-nek van fiilfelbontdsa nyilt fiilekkel, azaz G megkaphat6 egy korbdl fiilek egyen-
kénti hozzaadasaval. Fiil alatt itt egy olyan utat értiink, amelynek két végpontja az eddig felépitett grafon van, a tobbi
csuicsa pedig nem szerepel az addig felépitett grafban, és a fiil két végpontja nem lehet azonos. Megforditva is igaz: ha
egy grafnak van ilyen fiilfelbontésa, akkor 2-6sszefiiggd.

Gyakorlatok

1. Legyenek a G graf cstcsai a 42-nél kisebb (pozitiv) primszamok, és pontosan akkor fusson €l két kiilonbozd, u és v
csucs kozott, ha u — v oszthaté ottel, vagy u + v kétjegyl primszam.

a) Rajzoljuk fol G-t.

b) Rajzoljuk fol a G 2-komponenseibdl és elvago €leibdl all6 erdbt. Hatdrozzuk meg, legkevesebb hany €l behizdsdval
tehetd G 2-élosszefiiggdvé, és mutassunk is példat megfeleld élek behizasara.

¢) Rajzoljuk {6l a 7> (G) gréafot. Hatdrozzuk meg, legkevesebb héany él behtizasaval tehetd G 2-Osszefiiggbvé, és mutas-

7~ 7z

sunk is példat megfelels élek behizdsara.

2. Tegyiik fel, hogy a G 0sszefiiggd grafnak van olyan 2-komponense, amely G minden elvdgé élének tartalmazza
valamelyik végpontjit. Hogyan fiigg a G 2-komponenseinek szdmatél azon élek minimadlis szdma, amelyeket behizva
G-be a kapott graf 2-élosszefiiggdvé valik?

3. Tegyiik fel, hogy G olyan 6sszefiigg6 graf, melynek 11 maxblokkja és 6 elvagd pontja van. Igazoljuk, hogy 5 €1
behtizasaval elérhetd, hogy G 2-szeresen (pont)0sszefiiggd legyen.

4. Igazoljuk Robbins tételét: egy G irdnyitatlan graf éleinek pontosan akkor van erdsen Osszefiiggd irdnyitdsa, ha G
2-¢losszefiiggd. (Egy D irdnyitott graf akkor er6sen 6sszefiigg6, ha barmely u, v csticsra 1étezik D-ben irdnyitott uv-ut.)

5. Igazoljuk, hogy ha G-nek van fiilfelbontdsa, akkor G barmely két fiilfelbontdsa ugyanannyi fiilet tartalmaz.

6. Tegyiik fel, hogy a G graf 2-é16f és nincs 2-foku csicsa. Bizonyitsuk be, hogy van G-nek olyan e éle, amire a G — e
gréf is 2-é16f. Igaz-e hasonlé allitds a 2-é16f helyett 2-6f tulajdonsdggal?

7. Tegyiik fel, hogy a G 0Osszefiiggd grdfnak van olyan maxblokkja, amely tartalmazza G minden elvdgd pontjat.
Tervezziink olyan hatékony algoritmust, amely az iménti inputhoz megtaldl egy olyan minimalis méreti élhalmazt,
melynek kiépitését6l a kapott graf 2-szeresen (pont)dsszefiiggévé valik.



8. Tegyiik fel, hogy a G grifnak olyan fiilfelbontdsa van, amelyben minden fiil paratlan sok élt tartalmaz. Mutassuk
meg, hogy G minden v csicsdhoz taldlhaté G egy olyan M parositasa (azaz k6zos végpont nélkiili éleinek halmaza),
hogy a v cstics kivételével G minden cstcsdra illeszkedik M-beli él.

9. Adjunk meg olyan eljdrast, ami tetszOleges irdnyitatlan G input graf esetén meghatarozza a legkisebb olyan k pozitiv
egész szamot, amire hozzdadhaté G-hez k €l tigy, hogy a kapott graf 2-szeresen €losszefiiggd legyen, €s a hozzaadott
élek utat alkossanak.

10. Igazoljuk, hogy minden er&sen 6sszefiiggd G graf el64llithatd egy irdnyitott korbdl kiindulva irdnyitott fiilek egy-
mds utdni hozzavételével.

11. Tegyiik fel, hogy a G grafnak van olyan fiilfelbontdsa, amelyikben az els6 fiil egy C3, minden tovabb fiil pedig 2
élt tartalmaz. Bizonyitsuk be, hogy G minden éle kiszinezhetd a piros, fehér vagy zold szinek valamelyikére ugy, hogy
egyetlen €l kap fehér szint, tovabba a piros élek a fehér éllel egyiitt a G egy feszit6fajat alkossdk, valamint a zold élek
a fehér éllel egyiitt szintén a G egy feszit6fdjat alkossak.



