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Tudnival6k

Definicio. Egészprogramozdsi feladatnak (IP) egy olyan LP vagy DLP feladatot hivunk, ahol tovdbbi megkotés, hogy
a véltozdknak egész értéket kellfelvenniiik, sztenderd alakban maxcx: Ax < b,x € Z". Egy IP feladat LP relaxaltjat
ugy kapjuk, ha az egészértékiiségi feltételeket elhagyjuk az IP-bdl (azaz megengediink megoldasokat x € R”-bdl is).
Ha LP és DLP dudlis feladatpdr, akkor az x és y-beli valtoz6zok egészértékiiségét megkivanva kapjuk az IP és DIP
egészprogramozdasi feladatokat.

Megfigyelés. Ha LP egy max cx, DLP pedig egy minyb tipusu feladat és mindkettének van megolddsa, akkor a megfe-
lel6 egészprogramozasi feladatokra teljesiil, hogy max;p cx < maxppcx = minprp yb < minp;p yb.

Cél: olyan feltétel, ami biztositja, hogy a fenti egyenlStlenséglancban végig egyenldség alljon.

Definici6. Az A € R matrix teljesen unimoduldris (TU), ha A barmely négyzetes részmdtrixanak determindnsa 0
vagy +1.

Megfigyelés. TU matrix minden eleme O vagy +1.

Allitas. Ha A TU mitrix, akkor TU marad, ha (1) transzpondljuk, (2) valamely sorat/oszlopat (—1)-gyel végigszo-
rozzuk, (3) valamely sorat/oszlopat megismételjiik/toroljiik, (4) két sordt/oszlopét felcseréljiik, (5) A-t egy 1 db 1-esen
kiviil csupa 0-kat tartalmaz6 sorral/oszloppal bovitjiik.

Tétel. Tth A TU matrix és a b vektor koordinatdi egészek. Ekkor a maxcx: Ax < b,x € Z" TP feladatra és LP rela-
xaltjara max;p cx = maxgp cx teljesiil. Ha pedig A TU és c egész, akkor a DIP-re és relaxaltjara (DLP) teljesiil, hogy
minpypyb = minp;p yb. Szavakban: TU egyiitthatomadtrix és egész konstansok (ill. célfvegyiitthatok) esetén ha az LP-
nek (ill. a DLP-nek) van optimuma, akkor az optimumérték egész valtozokkal megadhaté megoldason is felvétetik,
vagyis az egészértékiiségi megszoritds nem ront az optimum értékén.

Definicié. A G = (V, E) irdnyitott graf B(G) illeszkedési mdtrixdnak (avagy incidenciamétrixdnak) sorai V-nek, oszlo-
pai E-nek felelnek meg, és a v csucs és e €l dltal meghatdrozott (v,e) pozicidban 1 dll, ha e a v-bol kilép, —1, ha belép,
és 0, ha v nem végpontja e-nek. Irdnyitatlan graf illeszkedési matrixa hasonld: ha v végpontja e-nek, akkor 1 4ll, ha
nem akkor 0.

Allitas. Ha G iranyitott graf, akkor a B(G) incidenciamétrixa TU tulajdonsagu.

Kovetkezmény. Ha G péros graf, akkor a B(G) incidenciamétrix TU.

Definicié. Legyen G = (V,E) multigraf. Ekkor u,v € V csidcsaira A (u,v) jeldli az u-bol v-be vezets, paronként él-
diszjunkt utak max szdmat. Menger tétele miatt ez egyenld az u-t és v-t szepardl6 élhalmazok minimadlis méretével,
azaz a legkisebb olyan X élhalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonb6z8 Osszefiiggdségi komponenseiben van.
Hasonl6an, k(u,v) pedig az u-bol v-be vezets paronként belsSleg pontdiszjunkt utak maximélis szdmat jeloli. Ha u
és v nem szomszédosak, Menger tétele szerint ez egyenld az u-t €s v-t szeparald csticshalmazok minimalis méretével,
azaz legkisebb olyan X csiicshalmaz mérete, melyre u és v a G — X kiilonbdz6 6sszefiiggdségi komponenseiben van
(ilyenkor u,v ¢ X sziikségszer().

Definicié. G k-szorosan élosszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 élét elhagvva Osszefiiggd marad (ha G nem Ossze-
fiiggd, akkor 0-é16sszefiiggd). A G élisszefiiggdségi szama A(G) := min{A (u,v) : u,v € V}. Ez megegyezik azon élek
minimdlis szdmdval, amelyek elhagydsa utin G mar nem marad 6sszefiiggd; masképpen szélva A (G) az a legnagyobb
k, melyre G k-élosszefiiggd.

Definicié. G k-szorosan (pont)dsszefiiggd, ha barmely legfeljebb k — 1 csticsat elhagvva 6sszefiiggd marad, és |V (G)| >
k+1 (ha G nem osszefiiggs, akkor 0-é16sszefiiggd). A G (pont)isszefiiggdségi szama k(G) := min{x(u,v) : u,v € V};
madsképpen szélva k(G) az a legnagyobb k, melyre G k-(pont)dsszefiiggd. Ha G-ben vannak nem szomszédos csticsok,
akkor ez megegyezik azon csicsok minimalis szdmaval, amelyek elhagydsa utin G mar nem marad 6sszefiiggd, tovabba
K(G) :==min{k(u,v) :u,v € V,uv ¢ E(G)}.

Definicié. A G (él)vdgdsa alatt a G csucsainak egy valédi X részhamazébdl indul6 élek E(X) halmazat értjikk. A
vagast (ha nem okoz félreértést) azonosithatjuk az azt meghatdroz6 X ponthalmazzal. A G minimdlis vdgdsa a G olyan
vagasét jelenti, amely a lehetd legkevesebb élt tartalmazza.

Megfigyelés. Adott u,v-re egy folyamalgoritmussal meghatdrozhaté A (u,v), ezért (;) folyamalgoritmussal taldlhat6
minimdlis vagds. (S6t: n— 1 is elég, hiszen u rogzithetd.)

Megfigyelés. Legyen u és v a G multigraf két kiilonboz6 csiucsa. Ha G-nek van az u-t és v-t szepardlé minimadlis
végdsa, akkor A(G) = A(u,v). Ha nincs ilyen minimélis vdgdsa G-nek, akkor G minimdlis vagdsai megegyeznek az u
és v csucsok Osszeragasztdsdval (Osszeolvastasdval) képzett G /uv graf minimélis vagasaival, azaz A(G) = A(G/uv).

Definicié. A G multigraf maxvissza sorrendje a G cstcsainak olyan vy, v,,...,v, sorrendje, amelyre minden 1 < i <
n—1esetén a {vi,vz,...,vi_1} halmazba a v; csticsbol legaldbb annyi él megy, mint barmely v;-bdl, ha j > i. Azaz a

soron kovetkezd v; csics mindig a korabbi csticsok halmazahoz legtobb éllel kapcsol6dé csucsok egyike.



Lemma. Ha v,v,,...,v, a G maxvissza sorrendje, akkor A (v,,v,—1) = d(v,), azaz a {v,} minimélis élszdmd olyan
vagast hatdroz meg, ami v,-et és v,_;-et szepardlja.

Nagamochi-Ibaraki-algoritmus

Input: G = (V, E) multigraf, Output: G egy X minimalis vdgasa.

I. Meghatdrozzuk G egy vi,Vvs,...,v, maxvissza sorrendjét.

IL. Felirjuk a v,-bdl kiindul6 élek halmazat (minvagasjelolt).

III. Ha t6bb mint két cstics van, Osszeragasztjuk a v, és v,_1 csicsokat. GoTo 1.

IV. Ha mér csak két cstcs van, akkor az n — 1 feljegyzett minvagasjeloltbdl kivalasztjuk az egyik legkisebbet. Ez egy
minvagas lesz G-ben, mérete G €losszefliggdségi szama. (Vegyiik észre: az Osszeragasztasok miatt a minvagasjeloltek
az eredeti G-ben nem feltétleniil egy cstcsbdl, hanem egy csticshalmazbdl kilép6 élek halmazai.)

Gyakorlatok

1. Egy G = (V,E) graf 2-faktora alatt az E egy olyan F részhalmazat értjiik, amelyre G minden csticséab6l pontosan két
F-beli él indul. Tegyiik fel, hogy G paros graf és ¢ : E — R adott stlyfiiggvény. Fogalmazzuk meg a maximaélis stlyd
2-faktor keresésének problémajat IP feladatként. Igaz-e, hogy a megfelel6 LP feladatnak mindig van egész optimuma,
azaz az IP optimuma egyittal optimuma az LP-nek is? [rjuk fel az LP dualisat.

2. A piréz labdartigé bajnoksdgban minden csapat minden mésik csapattal egyszer jatszik. Tegyiik fel tovabb4, hogy a
bajnoksag végeztével sikeriilt a csapatokat tigy jutalmazni, hogy ha az i csapat legySzte a j csapatot, akkor a p(i) — p(j)
kiilonbség 10° - a(i, j) és 10% - b(i, j) PP (piréz petak) kozé essék, ahol p(v) a v csapat jutalmét jeloli, valamint a(i, j) <
b(i, j) egész szamok.

Igaz-e, hogy a jutalmazds megvaldsithaté ekkor tigy is, hogy a fenti feltételek tovébbra is teljesiiljenek, 4m minden
csapat egymillié PP tobbszorosét kapja, raadasul a szétosztott jutalom 0sszege ne novekedjék ettdl?

(Célszertinek latszik felirni egy, a feladathoz kapcsol6d6 LP problémat.)

3. a) Van-e olyan TU matrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhat6 IP probléma, melyre a DLP (dudlis relaxalt)
feladatnak van megoldasa, de nincs egészértékidi megoldasa?

b) Van-e olyan TU maétrixszal és egész jobboldalakkal felirt, megoldhat6 IP probléma, melyre a DLP (dudlis relaxalt)
feladatnak van egészértékli megoldasa, de az optimumot nem veszi fel egészértékd megolddson?

4. Vezessiik le Egervary tételét (paros grafok max sulyu teljes parositasairdl és minimalis 0sszsilyu silyozott lefoga-
sairdl) az LP dualitastételbdl és a TU matrixokrol tanultakbdl.

5. Mutassuk meg, hogy ha A TU matrix, akkor a tanult 6tféle miivelet eredményeképpen valéban TU maétrixot kapunk.

6. a) Mutassuk meg, hogy ha G k-szorosan é16sszefiiggd (azaz A (G) > k), akkor G-ben minden cstics foka legaldbb k.
b) Mutassunk olyan grafot, ahol minden cstics foka legaldbb k, de a graf nem k-szorosan élosszefiiggd.

7. Legyen F egy legalébb két ponti fa.
a) Mennyi A (F)?
b) Legkevesebb hany €l hozzdadasdval lehet elérni, hogy megndjon az elosszefiiggbségi szam?

8. Legyen G egy kormentes graf.
a) Legkevesebb hany él behuzasaval érhetd el, hogy 6sszefiiggs legyen?
b) Es legkevesebb hany él behtizasaval érhetd el, hogy kétszeresen Gsszefiiggs legyen?

9. Legyenek a G graf cstcsai a 8 x 8-as sakktabla mezdi, és pontosan akkor kosson ssze €l két csiicsot, ha a megfeleld
mezdk élszomszédosak.

a) Hatdrozzuk meg A (G) értékét.

b) Mennyi A (A1,HS), A(A2,H7), A(B4,H4)?

¢) Legkevesebb hény él hozzdadédsaval lehet elérni, hogy A (G) eggyel megnGjon?

10. a) Adjunk hatékony eljarast egy iranyitatlan grafban tetszGeges u # v csicsok esetén a A (u,v) meghatarozdsara.
b) Adjunk hatékony eljarést irdnyitatlan G graf esetén A (G) meghatdrozdséra.

11. Az MFMC algorimtus segitségével adjunk eljardst egy G grafban k(u,v), illetve x(G) meghatdrozasara.

12. Keressiink minimadlis vdgast a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével egy legaldbb 6-pontt (nem feltétleniil
egyszerl) grafban.

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges véges G = (V, E) grafban taldlhatok olyan (u;,w) és (uz, wy) pontparok, amikre
w1 # wo, valamint A (uy,w) =d(wy) és A(uz, wp) = d(wy) teljesiil.

14. Tegyiik fel, hogy amikor a Nagamochi-Ibaraki algoritmus segitségével hatarozzuk meg a G multigraf élosszefiig-



gbségét, akkor a max-vissza sorrendben utolsé csicsok fokszdmai rendre az aldbbiak: 7,9, 6, 4,7, 5,4, 8,4, 7, 9.
Hatdrozzuk meg G élosszefiiggdségi szamat, A (G)-t. Igaz-e, hogy G-nek bizonyosan van olyan legfeljebb 4 elemi X
ponthalmaza, hogy X és a komplementere kozott futd élek szama megegyezik A (G)-vel?



