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9. gyakorlat. Fleiner Tamds feladatsora alapjan 6sszedllitotta: Héger Tamds (heger@cs.bme.hu)

Tudnival6k
Definicié: Egy LP feladat dltaldnosabb sztenderd alakii, ha a feltételrendszere egyenldségekbdl, egyenltlenségekbol
és nemnegativitasi feltételekbdl all, tovabba minimalizdlds esetén minden egyenl6tlenség >, maximalizdlaskor pedig
< alaku (ide nem értve a nemnegativitési feltételeket).
Definicié: Az LP-vel jelolt max{cx : Ax < b} primdl feladat dudlisa a DLP-vel jelolt
min{yb : y > 0 yA = ¢} linedris programozasi feladat.
Dualitastétel. Tetsz6leges max cx tipusu LP feladatra és minyb tipusi DLP dudlisdra az aldbbi lehetdségek koziil
pontosan egy teljesiil.
(1) Sem az LP, sem a DLP nem megoldhatd.
(2) Az LP nem megoldhat6, a DLP igen, és a DLP megoldasain az yb célfiiggvényérték alulrél nem korlatos.
(3) A DLP nem megoldhat6 az LP igen, és az LP megoldésain a cx célfiiggvényérték feliilr6l nem korl4tos.
(4) Az LP és a DLP is megoldhatd, és az optimumértékek azonosak:

max{cx : x az LP megolddsa} = min{yb : y a DLP megolddsa}.
Kovetkezmény: (1) Ha x és y a fenti LP ill DLP megoldasai, akkor cx < yb.
(2) (Optimalitasi kritérium) Ha a fenti LP ill. DLP feladatok x ill. y megolddsaira cx = yb teljesiil, akkor x a primal LP,
y pedig a dudl DLP optimadlis megoldésai.
Megjegyzés: LP/DLP feladat dudlisa az aldbbi 6kolszabalyok segitségével képezhetd.
(0) Ne szégyelljiink szamarvezet6t haszndlni.
(1) A feladatokat altalanosabb sztenderd alakban irjuk fel.
(2) Az LP, ill. DLP egyikében maximalizdlunk, a masikban minimalizdlunk.
(3) Dual valtozokhoz primal feltételek, dudl feltételekhez primal valtozok tartoznak, és viszont.
(4) Nemnegativ véltozoéhoz egyenlStlenség, elgjelkdtetlen véaltozéhoz egyenldség tartozik.
(5) A primdl célfv egyiitthatéi a dudl konstansok, a dudl célfv egyiitthat6i pedig a primal konstansok.
(6) Az ezen szabdlyokkal képzett primél/dudl feladat is sztenderd alaku.
Egészértékii / vegyes linearis program (Integer / Mixed Linear Program, IP / MIP): egy szokdsos linedris program
(valtozok, linedris feltételek (egyenletek és egyenléségek), linedris célfiiggvény), de azt is eldirjuk, hogy minden /
néhany valtoz6 csak egész értéket vehet fol.
Egy egészértékiiségi feltétel relaxdcidja az, hogy eltekintiink tdle, és a feladatot igy oldjuk meg, hogy a relaxalt valtozo
Egy LIP/MIP megoldasai természetesen megolddsai a (részben) relaxalt valtozatnak is, viszont a relaxalt LP megol-
dashalmaza lehet szigordan bdvebb is, mint az eredetié. Emiatt a relaxdlt program célfiiggvényértéke altaldban csak
becslést ad az eredetire (ha maximalizalunk, akkor a relaxalt LP optimuma esetleg nagyobb az eredetiénél; ha minima-
liz4lunk, akkor esetleg kisebb). Tehdt, ha az IP: maxcx: Ax < b,x € Z", akkor a relaxdlt LP: maxcx: Ax < b, ennek
dudlisa DLP: minyb: y > 0,yB = c, és ennek egészértéki megszoritasa (dudlis IP) DIP: minyb: y > 0,yB=c,y € Z .
Ekkor a célfiiggvények optimumdra (ha léteznek megolddsok): max;pcx < maxypcx = minpypyb < minp;pyb. Gya-
korta megesik, hogy max;p cx < maxgzpcx. Ha olyan szerencsénk van, hogy nem ez a helyzet, akkor egy IP megoldas
optimalitdsét igazolhatjuk a DLP egy optimdlis megolddsénak prezentdldsaval (az IP és DLP célfiiggvényértékek ekkor
egybeesnek, igazolva egymds optimalitdsat).
Gyakorlatok



1. Irjuk fel az alabbi linedris programozasi feladat dudli-
sat!
min{x; —2x, +x4}
ha
X1 +2x+x3+x4 > 1
X1+x3+5x=1
X2 S 0

Megoldds: El6szor étirjuk sztenderd alakba a feladatot.
Mivel minimalizdlunk, ezért csak > ill = tipusu felté-
teleink lehetnek, azaz az utolsé feltétel —x, > 0 alakot
olt. Ezek utdn szamarvezet6t készitiink. Mivel az LP-ben
minimalizalunk, a DLP-ben maximalizalni kell, tehat a
linedris feltételeink = és < tipusdak lehetnek.
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Az x;-k egyikére sincs nemnegativitds, ezért mind a négy

hozzéjuk tartozé dudlfeltétel egyenl6séggel fog dllni. A
keresett DLP tehat odafenn a jobboldalon I4that6.

Nem volt kérdés ugyan, de latszik, hogy a DLP-beli els6
és harmadik feltétel ellentmond egymasnak, ezért a DLP-
nek nincs megolddsa. Ennek megfelelen (szintén nem
volt kérdés, de megfigyeljiik), hogy az LP-ben a célfiigg-
vényérték nem korlatos, azaz tetszlegesen kicsi lehet,
igy minimum sem létezik.

2. a) Irjuk fel az alabbi linedris programozasi feladat du-
alisat (hasonl6 formaban)!

max{x; +x + 2x3 + x4 }
ha

x1—3x+2x4 <3

X1 +x2—3x3+x4 > 2
—2x+x3+2x4 >3
X|—Xxp+2x3+6x4 =2
X3,X420

b) Mutassuk meg, hogy az x; =x, = —7/6,x3 =0, x4 =
1/3 a primél feladat optimdlis megoldésa, és az y; =y, =
ya =1, y3 = 3 a dudl feladat optimélis megoldésa.

Megoldds: a) El6szor hozzuk sztenderd alakra a rend-
szert. Mivel a célfiiggvényben maximalizalunk, a linea-
ris feltételek = és < alakuak lehetnek (a nemnegativitasi
feltételek megmaradnak). gy a sztenderd alak az aldbbi:

max{x; +x + 2x3 + x4 }
ha

X1 —3x+2x4 <3
—x1—Xxp+3x3 —x4 <2
2)62 — X3 —2X4 S -3

X1 —Xxp+2x3+6x4 =2
X3,X420

(1 pont)
A dualizdlasi okolszabdlyok szerint a dudlis (DLP)
feladat valtozo6i a primal (LP) feltételeinek (az egyiittha-
témadtrix sorainak) felelnek meg, (1 pont)
pontosan azon dudl valtozok nemnegativak, ahol a
megfeleld primdl feltételben egyenl6tlenség van, 1
pont)
mivel az LP-ben maximalizdlunk, a DLP célfiiggvé-
nyében minimalizdlunk, az optimalizdlandé mennyiség
pedig a dudl véltozéknak a primdl feltételek jobb oldala-
ival vett kombin4cidja, (1 pont)
a DLP lineédris feltételeinek jobb oldalai a primdl cél-
fliggvény egyiitthatéi, és mivel a DLP is sztenderd alakd,
= és > relaciok szerepelhetnek, (1 pont)
mégpedig pontosan a nemnegativ primdl valtozéknak
megfeleld dudlis feltételeknél lesz egyenltlenség. 1
pont)



3. Hatédrozzuk meg azt a primdl LP problémat, melynek du- min{7y; —2y3}, ha

dlisa jobbra lathato. y1,y3 =0
dy1 =292 +y3 > 77
y2—35y3 =9
yit+y2+y3 =5
4. a) Irjuk fel a jobbra lathat6 (n viltozés) linedris progra- max{nx; + (n—1)xa 4+ 4+2x,1 + X, }
mozasi feladat dudlisat! (A felirds hasonlé alaki legyen, ha
mint a primal feladat felirdsa, vagyis ne matrixos alakot x <1
haszn4ljunk.) x1+x2 <2

b) Igaz-e, hogy az x| = xp = --- = x, = 1 vélasztassal a X1 +x2+x3 <3
primél feladat optimélis megolddsat adtuk meg? :
x1+x+-+x,<n
X1,X2y ey Xp 2 0
Megoldds: a) Advanced level: nem egy konkrét matrixr6l van szé. Sebaj, rajzoljuk csak fel a szamarvezetot.

x1>20 ... x>0 Csak  egyenldtlenségek min{y; 4+ 2y, + ... +ny,}
y1 >0 1 <1 vannak, ezért minden ha yi,y2,...,yn >0
: 0 : dualvéltozo nemneg,atw. Vi4Y2e.odyn>n
Az x-ek nemnegativak, .
Yn 20 1 ! sn ezért minden dudlfeltétel :
> > egyenlGtlenség.  Jobbra Yty =2
noo 1 lthat6 a dudlis. izl
b) Az x; = x; =... = x, = | megolddsa az LP-nek, és a hozza tartoz6 célfiiggvényérték n+ (n—1)+...+1= (";1).
Vegyiik észre, hogy az y; =y, = ... =y, = 1 pedig a DLP megoldésa, és a hozza tartoz6 célfv érték 1 +2+...+n =
(";1) Mivel a két célfiiggvényérték megegyezik, ezért az el6z6 feladatban kifejtett gondolatmenet miatt mindkét

megoldds optimdlis az adott problémara.

5. Két feladatsorral ezel6tt megnéztiik, hogy ha adott egy élsilyozott teljes paros griaf A = {ay,as,...,a,} és B =
{b1,bs,...,b,} csicsosztilyokkal, ahol az a;b él stlya w;;, akkor hogyan lehet folirni olyan linedris programot, melyet
megoldva megkapjuk a graf egy minimadlis 0sszsilyu sdlyozott lefogdsat. Mi ennek az LP-nek a dudlisa?

6. a) Két feladatsorral ezel6tt azt is megnéztiik, hogy adott G graf legnagyobb fiiggetlen csicshalmazdnak méretét
hogyan lehet IP segitségével meghatirozni. Adjuk meg ennek az IP-nek az LP relaxdltjat, frjuk fel annak dudlisat
(DLP), valamint annak az egészértékii valtozatat (DIP). Fogalmazzuk meg, hogy a DLP / DIP egy megoldésa mit jelent
a grafon értelmezve.

b) Konkrétan adjuk meg az IP, LP, DLP, DIP egy-egy optimdlis megoldésat a Cs gréfra és egy tetszdleges (nem til
nagy, nem trividlis) paros grafra.

Megoldds: a) 1dézziik fel az IP-t: Vv € V(G): 0 <x(v) < 1, x(v) € Z, minden uv € E(G) élre x(u) +x(v) < 1, a cél-
fiiggvény max ), x(v). Az LP relaxdlt az x(v) € Z feltételek elhagyédsaval keletkezik. Ez egy dltaldnositott sztenderd
alakd LP, szamdrvezets segitségével dualizdlunk (rajzoljuk fol!). Az x(v) < 1 feltételekbdl egy négyzetes egységmatrix
adodik, az élekre felirt feltételekbdl egy-egy két egyest tartalmazoé sor. Minden sor egyenl6tlenség, a jobb oldala 1. A
célfiiggvényt leird ¢ vektor is csupa 1 koordindtaval bir. Az els tipusu feltételek dudlvaltozait jeldlje z(v) (minden v
csucshoz (tartozd feltételhez) tartozik egy), a masodik tipusiakndl az e = uv é1bdl ad6do feltétel dudlvaltozdja legyen
y(e). Mivel az LP csupa <-bdl dll, a DLP minden viltozdja nemnegativ. Az LP-ben maximalizalunk, tehdat DLP-ben
minimalizaljuk a célfiggvényt, ami ', z(v) + Y, y(e), hiszen az egyiitthaték az LP feltételeinek jobb oldalai, és ez
mind 1. A DLP lin. feltételei az oszlopokbdl adédnak, azaz minden v csicshoz tartozik egy. Az egységmadtrixndl csak
a z(v) egyiitthatdja egy (a tobbi 0), az éleknél pedig azon y(e) véltozok egyiitthatéja lesz 1, melyek illeszkednek a v
csuicsra (a tobbié nulla), tehdt a feltételek bal oldaldn ezen valtozok Osszege all, a jobb oldaldn a ¢ vektor megfele-
16 koordinatdja, azaz 1. Mivel a primal valtozék mind nemnegativak kell legyenek, minden feltétel egyenl6tlenség,
mégpedig >, hiszen a DLP is 4ltaldnositott sztenderd alakd, és a célfiiggvénye minimalizalandé. Igy a DLP feltételei:
W e V(G): z2(v) + Luver(c)y(uv) > 1. A DIP feladatban a z(v) és y(e) dudlviltozok rdaddsul egészek kell legyenek.
A gréfon a DLP egy megolddsa dgy szemléltethetd, hogy minden csticshoz és minden élhez kell egy nemnegativ silyt
rendelniink (z(v) és y(e)), mégpedig gy, hogy minden csticsra a cstics és a beldle kiinduld élek dsszsulya legalabb 1
legyen, és a cél az, hogy minimalizaljuk a graf csicsainak és éleinek Gsszsilyat. Eszrevehetjiik, hogy ezek a silyok
optimdlis megoldés esetén sosem lesznek egynél nagyobbak, hiszen egy egynél nagyobb stilyt egyre csokkentve ugyan-
ugy megolddst kapunk, viszont a célfiiggvény értéke csokken. Magyaran néhany csucsot és élt kell kivdlasztanunk dgy,
hogy ha egy csucs nincs kivélasztva, akkor legaldbb egy beldle kiindul6 €1 ki legyen vélasztva. Ha egy csticsbdl indul



ki €l és a csucsot kivdlasztandnk, akkor legaldbb ilyen jol jarunk, ha a csics helyett valamelyik belle kiindulé élt
valasztjuk ki. Emiatt optimélis egészértékli megoldas annak felel meg, hogy a graf izoldlt csicsait kivalasztjuk, a tobbi
csticshoz meg egy minimdlis méretd lefogé élhalmazt keresiink (olyan élhalmazt, mely minden v csticsra tartalmaz
legalabb egy v-bdl induld élt).

b) A Cs esetén az IP optimuma nyilvan 2 (hiszen a(Cs) = 2), két nemszomszédos siily vdltozéjat egyre allitjuk, a
tobbiét 0-ra. Az LP optimum legaldbb 2, mert megoldast kapunk, ha minden cstics valtozéjanak % értéket adunk. A
DLP-nek megoldasa, ha minden y(e) élsily %, a z(v) cstcssilyok pedig nulldk, tehat a DLP optimuma legfeljebb %
Osszevetve ezeket latjuk, hogy megtalaltuk az LP és a DLP optimumat. A DIP optimumértéke legaldbb 3, hiszen a
DLP optimuma alsé korlatot ad, tovabba a DIP optimuma egész szamok 0sszege, tehat egész. Harom 0sszsilyd egész
megoldést kaphatunk dgy, ha két fiiggetlen éI sulyét és az altaluk le nem fedett csucs stlyét (vagy valamelyik abbol
indulé él sulyat) 1-re allitjuk.

¢) Nyilvan péaros G gréfra is az IP optimuma o/(G). A DIP-nek adhatunk egy megoldast gy, hogy vesziink egy v(G)
méretl parositast, ennek éleit 1 stllyal l14tjuk el, majd a parositds altal le nem fedett csicsoknak szintén egységnyi
sulyt adunk (motivacié: egy egy silyud él két csicsra adott feltételt intéz el, mig egy egy sulyu cstics csak a sajatjét,
tehat minél tobb €l silyat szeretnénk 1-re vlasztani ugy, hogy minél tobb cstcs feltételét kielégitsék, azaz ne legyenek
kozos végpontjaik). Konnyd 1atni, hogy ez megoldds, az 6sszsulya pedig v(G) +n —2v(G) = n— v(G), és ez mindig
optimadlis lesz (a konkrét példa esetén err6l meggydz6dhetiink minden tovabbi eszmefuttatds nélkiil).

Azért lassuk is be, hogy ez tényleg mindig optimdlis: K&nig tétele szerint paros grafban v(G) = 7(G), tehdt a DIP
optimuma legfeljebb n — v(G) = n — 1(G). Marpedig egy lefogd csicshalmazban nem szerepld csicsok a definici-
6kbdl azonnal adéddan fuggetlen csticshalmazt alkotnak, igy legfoljebb a(G) darab van bel6liik; ebbSl DIP optimum
<n—1(G) < a(G) = IP optimum adddik, ugyanakkor IP optimum < DIP optimum mindig fenndll, igy az IP / DIP
megoldasunk val6ban optimélis. Micsoda szerencse!

7. a) Mutassuk meg, hogy a miltkori feladatsoron szerepld, egy graf kromatikus szimanak meghatarozasara val6 IP
feladat LP relaxaltjanak az optimuma legfeljebb kettd (fiiggetleniil a graftdl). S6t: az optimum pontosan kettd.
b**) Prébaljunk valamicskét javitani ezen a bosszant6 helyzeten: egészitsiik ki az IP-t olyan feltétellel (vagy tobbel),
amivel az LP relaxdlt optimuma nagyobb lesz kettdnél. (Els6 kérdés: vajon ez minden graf esetén megtehets?)

8. a) J6zsi egyéni villalkozd, éppen a kdvetkez6 munkanapjat tervezi. A szokdsos 9 6rds munkaidejében kéne n
megrendelt munka koziil elvégeznie néhanyat. Az i-edik munka id6igénye ¢t; perc, és elvégzése esetén b; forint bevételt
hoz. Segitsiink Jézsinak: irjunk fel olyan IP modellt, amivel maximaliz4lhatja mdsnapi bevételét.
b) J6zsi most a kovetkezd két napjat tervezi. Mutassunk olyan esetet, amikor Jézsi elesik némi bevételtdl, ha nem
elég eldrelatd, és mindig csak a masnapi munkakat tervezi meg. (Menet kozben nem kap Gj megrendelést, és ha egy
megrendelést nem tud ebben a két napban teljesiteni, akkor azt a megrendeld inkdbb lemondja. J6zsi nem hagy félbe
munkdt: amit elkezd az egyik nap, azt be is akarja fejezni még aznap.)
¢) Jozsi levonta a tanulsdgot, és mivel sok megrendelés van a hétre (amit nem teljesit a héten, az eldszik), mind az 6t
munkanapot el6re be akarja osztani. Segitsiink neki ebben is egy megfelel IP-vel.
Megoldds: a) Valtozok: x(i) bindris, jelentése: az i-edik munkat elvégezziik-e vagy sem.
Feltétel (csak egy darab van!): Y7, x(i)t; < 540.
Célfuiggvény: max y;  x(i)b;.
b) Vegyiik az aldbbi tdblazatban lathaté eshetdséget (m; az i-edik munka, a #; érdban van kifejezve):
| m [ my [ ma | ms | m

4| 431322

bi| 6 | 6| 3|3 |22
Ha J6zsi naponta tervez, az els6 napra m; és my fog keriilni, a masodik napra ms, m4 és ms, az mg megrendelés eldszik.
De két napra az 6sszes munkét be tudné osztani, amivel persze jobban jirna az dsszbevétel szempontjabol.
¢) x(i, j) bindris valtozok: az i-edik munkat iitemezze-e a j-edik napra (1 <i<n, 1< j<5.)
Feltételek: minden i munkara Z§:1X(i7 J) <1 (mindegyiket legfeljebb egy napra osszuk be), tovdbba minden j mun-
kanapra Y'", x(i, j)t; < 540. Tovébbra is az elvégzett munkdk utdn szerzett bevételt akarjuk maximalizdlni, azaz a
célfiggvény maxy; ;x(i, j)b;.

9. Adott néhany egész szam, ai,...,a, (lehetnek koztiik akar egyformak is). Azt kéne eldonteniink, hogy vajon fel
lehet-e bontani két részre ezeket a szdmokat igy, hogy mindkét részben a szdmok 6sszege ugyanannyi legyen. (Minden
szamot bele kellene sorolni valamelyik részbe; a részekben szerepld szdmok darabszdma lehet eltérd.) Oldjuk meg a
feladatot IP modell segitségével.

Megoldds: Legyen A =Y ,a;. A feladat ekvivalens azzal, hogy vajon ki tudunk-e vélasztani néhdny szdmot tgy,
hogy az 6sszegiik A/2 legyen; ekkor persze a ki nem vélasztott szamok Osszege szintén A /2 lesz, igy megkapjuk a két



megfelel részt. Legyen tehat x(i) az a; szam kivdlasztdsdnak indikdtorvaltozéja. Feltétel: Y | x;a; = A/2. Most csak
az a kérdés, hogy van-e megoldds, a megoldasok kozott nincs rangsorolds, hogy melyik mennyire jo; azaz tetszéleges
célfuiggvényt megadhatunk, pl Y7, 0-x(i), vagy Y'I"_; x(i) is j6 (meg barmi mas is).

Mds megoldds: Azisj6 modell, ha minden i-re két indikatorvaltozot vezetiink be: x(1,7) indikélja, hogy a;-t bevessziik-
e az elsG részbe vagy sem, x(2,i) pedig azt, hogy a;-t bevessziik-e a masodik részbe vagy sem. Feltételek: Vi: x(1,i) +
x(2,0)=1LY"E x(L,))a; =Y x(2,i)a;.

10*. Gazdasagi fellendiilés van: az alapanyagokbdl korlatlan mennyiség dll rendelkezésre, és a vasarlok elkapkodjak
a boltokbdl a termékeket, barmennyit is druljanak beldliik. Igy hat véllalkozdsba fogunk, n-féle terméket terveziink
el6dllitani. Nehéz dilemma el6tt dllunk: munkdsokat béreljiink, vagy robotokat vasaroljunk a termékek eldéllitdsdhoz,
esetleg vegyesen? Az i-edik termék elballitasara képes szakmunkdsok napidija n;, és h; f6t taldlunk bel8litk a munkaerd-
piacon. Egy ugyanerre a munkéra alkalmas robot egyszeri fejlesztési koltsége f;, a fejlesztés utdn korldtlan szdmban
gydartathato, beszerzési darabdra b;, napi lizemeltetési koltsége u;. Az i-edik termékbdl egy ember naponta m;, egy
robot m} darabot tud elddllitani, a termék eladdsi dra d;. A robotok heti hét napot dolgoznak, a munkdsok csak 6tot.
Az emberek szdmara megfelel$ épiiletek bérleti dija hetente e, kapacitdsa ¢ munkds per épiilet, a robotok szdméra
megfeleldk heti bérleti dija e”, kapacitdsa ¢” robot per épiilet. Onerénk nincs, a rendelkezésre 4ll6 hitelkeretiink H
(ebbdl a robotok fejlesztési és beszerzési koltségét kell fedezni, az iizemeltetési koltségeket terv szerint a bevételekbdl
rendezziik), szerencsére a gazdasag élénkitését célzé akcidterv keretében kamatmentes, 500 hét milva kell visszafizetni
egy Osszegben. A célunk a vdllalkozas kialakitdsa oly modon, hogy a hitel visszafizetése utdni pillanatban a lehetd
legtobb pénziink legyen. Irjunk fel olyan IP-t, mellyel az optimélis struktdra megtervezhetd.

Megoldds: Vezessiink be viltozokat: jelolje 0 < x¢(i) € Z és 0 < x'(i)Z azt, hogy az i-edik terméket elddllitani képes
szakmunkdsbdl, illetve robotb6l mennyit fogunk alkalmazni. A feltételek j6 része a szokdsos mddon felirhaté. Ami
érdekesebb, hogy hogyan kezeljiik a robotok egyszeri fejlesztési koltségét, illetve a bérlendd épiiletek darabszamat.
Ehhez vezessiink be segédviltozokat: legyen z(i) bindris véltozd, és terv szerint jelentse azt, hogy az i-edik robotbdl
akarunk-e gyartatni néhanyat (z(i/) = 1, ha igen). Irjunk fel két egyenlGtlenséget: az x' (i) > z(i) garantélja, hogy ha
megterveztetjiikk az i-edik fajta robotot, akkor abbdl gydrtassunk is legaldbb egyet; az x" (i) < z(i) - H;iﬁ feltétel (ahol
" b i egy folsd korlat az i-edik tipusbdl beszerezhets robotjaink szamdara) pedig azt szavatolja, hogy ha x” (i) > 1, akkor
z(i) = 1legyen. Ezek utdn Y, z(i) f; a fejlesztések osszkoltsége. (Az elsé feltétel el is hagyhatd, mert optimdlis megoldas
esetén gy sem fizetiink folosleges fejlesztésért.)

A kétféle bérlendé épiiletek darabszamdra vezessiik be az E° és az E” nemnegativ egészértékd véltozokat, valamint a
benniik elhelyezend6 munkdsok szdmdra az (E€ —1)c®+ 1 < Y, x¢(i) < E¢c® feltételeket. Ezek garantéljdk, hogy E°
darab épiiletbe a munkdsok elférnek, de eggyel kevesebb nem elég. A robotok szdmdra sziikséges épiiletek szamdat
analég modon nyilvan tudjuk tartani, és ezekkel az épiiletek bérlési koltségeit is ki tudjuk fejezni.




